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Indice general VII

Este apunte de andlisis es el resultado de la combinacién de las notas de ambos autores que dictaron
el curso Anélisis-I de la Universidad de Santiago de Chile de manera online durante el primer semestre
de 2020 al inicio de la pandemia de COVID-19.

El enfoque del curso es introductorio y enfocado en espacios métricos. Si bien se habla de topologia
y de tépicos méas avanzados, se busca en primera instancia dar bases conceptuales e intuitivas fuertes

de las nociones mas usadas en topologia por medio de ejemplos, en vez de buscar la generalidad.

El primer capitulo del curso introduce la nocién de métrica y los conceptos basicos de topologia,
tales como conjuntos abiertos, cerrados, compactos, densos, etc. En ésta unidad se privilegia la nocién
de espacio métrico como objeto per se, y las diferentes topologias que se obtienen al variar la métrica.

El segundo capitulo estudia las relaciones entre espacios métricos mediante la nocién de funcién
continua. En este capitulo se introducen la nociones de homeomorfismo e isometria, y se estudian
tépicos mas avanzados, tales como teoremas de extension o la completacion de un espacio métrico.

El tercer capitulo se centra en estudiar espacios de funciones mediante la nocién de convergencia
uniforme. Se da un cuadro teérico que permite modelar ésta convergencia con una métrica y se estudian
los teoremas clasicos del anélsis real, tales como el teorema de Stone-Weierstrass y el teorema de Arzela-
Ascoli.

El cuarto capitulo pretende dar una introduccién al anélisis funcional y explorar tépicos avanzados
de analisis real. Se introduce la nocién de espacio de Banach y se caracteriza la completitud mediante
la convergencia de series. También se estudia la nocién de dual de un espacio de Banach y teoremas

cldsicos, tales como el teorema de Banach-Steinhaus.






Capitulo 1

Preliminares

En este apunte estudiaremos la idea de espacio métrico. El objetivo serd equipar un conjunto de
una funcién que describe la “distancia” entre cada par de puntos. Esta nocién serd fundamental para
generalizar las nociones de convergencia, continuidad, etc a conjuntos mas generales que R o R".

Denotaremos por N el conjunto de los nimeros naturales comenzando en 0.

N={0,1,2,...,}.

También utilizaremos la notacién R>q y R+ para denotar los niimeros reales positivos y estrictamente

positivos respectivamente.

RZOZ{I‘ERZ.TZO},

Ryo={ze€R:z >0}
Es usual también en la literatura utilizar la notacién R™ o R para denotar alguno de los conjuntos

R>0 o Rso. En nuestro caso preferiremos la notacién anterior para no tener ambiguedad sobre si

incluimos al 0 o no.

Definicion 1.0.1: Valor absoluto

El médulo o valor absoluto de un real x € R se define como:

T siz>0
|z| = .
—x siz<0

Notemos que el médulo induce una nocién de distancia, llamada distancia euclidiana, en los

numeros reales mediante la funcién d: R x R — R>( dada por
d(z,y) = |x — y|, para todo = e y en R.
Notemos que esta distancia satisface las tres propiedades siguientes:
m d(z,y) =0siysolosiz=uy.

= d(z,y) = d(y,z), para todo x,y € R.
v d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2), para todo z,y,z € R.

—_ =
S

En éste curso estudiaremos generalizaciones de la distancia euclidiana mediante funciones que sat-
isfagan las tres propiedades anteriores. El objetivo de ésto sera generalizar nociones como continuidad,
sucesiones, convergencia y limites a espacios mas generales. En lo que sigue recordaremos algunas de

estas nociones en el caso de los numeros reales con la distancia euclidiana.

1



2 1. PRELIMINARES

1.1. Nociones de convergencia en R

Definicién 1.1.1: Sucesién real

Una sucesion real es una funcién a: N — R.

Dado n € Ny una sucesién a: N — R, usualmente denotaremos el valor a(n) por a, y a la sucesién
la denotaremos por (a,)nen. Si bien el significado no cambia, la tiltima notacién resalta que queremos
pensar en a no como una funcién, sino como una secuencia numerable de reales indexada por los

numeros naturales.

[ Ejemplo 1.1.2 ]

n (Gn)n>0 cON @, = 2%, corresponde a la funcién a: N — R que a n € N le asigna

a(n) = 5. Podemos ilustrarla como la secuencia de valores

it i1t
'274°8°16°32'64’ 128" ")

» (bp)n>0 con b, = (—1)", corresponde a la funcién b: N — R que a n € N le asigna

b(n) = (—1)"™. Podemos ilustrarla como la secuencia de valores

(1,-1,1,-1,1,-1,1,-1,1,-1,1,—-1,1,—1,...).

También en muchos casos puede ser util indexar una sucesion por un subconjunto infinito de
los nimeros naturales. En general, si S C N es infinito, llamaremos también sucesiéon a una funcién
b: S — N. Notemos que en este caso la funcién b puede reindexarse como una sucesién indexada por

los naturales a: N — R de la forma siguiente:

a: N — R donde a(n) = b(min{m € S: |{k € S: k <m}| =n}).

| Ejemplo 1.1.3 |

Considere la secuencia real (by,),>2 dada por

1
bn = n(n—1)
En este caso S = {n € N: n > 2}. Vemos que es conveniente definir la secuencia comenzando
desde n = 2, ya que la férmula dada no esta definida paran = 1 o n = 0. Si deseamos reindexarla
nos quedaria la secuencia (a,),en dada por
1

"= mr DD

Definicién 1.1.4: Convergencia de una sucesion real

Una sucesién (a, )nen €s convergente si existe L € R tal que para todo real e > 0 existe N € N

tal que para todo n € N tal que n > N se tiene que

lan, — L] < e.



1.1. NOCIONES DE CONVERGENCIA EN R 3

Al valor L se le denomina el limite de la sucesion.

Intuitivamente, una sucesioén (a, )nen converge a un limite L si para toda tolerancia e > 0 existe un
instante N € N tal que todos los elementos de la subsucesién (ay),>n estdn contenidos en el intervalo

(L —e,L+¢). Sino existe un L que satisfaga lo anterior, se dird que la sucesién no converge.

[ Ejemplo 1.1.5 ]

» La sucesién (an)n>0 con a, = % converge y su limite es 0.

= La sucesién (by)n>0 con b, = (—1)™ no converge.

[ Ejercicio 1.1.6 ]

Muestre que si una sucesién (ay)n>0 converge, entonces su limite es dnico.

Mas adelante mostraremos que es posible definir una nocién de limite en espacios métricos gen-

erales, y todo lo anterior, incluida la propiedad de unicidad del limite, seguird siendo vélido.

Definicién 1.1.7: Cotas superiores e inferiores

Sea A C R un subconjunto. Decimos que

= ¢ es una cota inferior de A si para todo z € A se tiene que a < .

= ) es una cota superior de A si para todo z € A se tiene que x < b.

Una propiedad de los ntimeros reales que si A C R posee una cota superior, entonces existe un
dnico numero real b € R que a la vez es cota superior de A y tal que si ¢t es también cota superior
de A, entonces b < t. A este nimero se le denomina el supremo de A y se denota por sup(A). Del
mismo modo, si A C R posee una cota inferior, entonces existe un tinico nimero real a € R que a la
vez es cota inferior de A y tal que si t es también cota inferior de A, entonces t < a. A este nimero se

le denomina el infimo de A y se denota por inf(A).

Observacién 1.1. Si A no posee cota superior, escribimos sup(A4) = +o0o. Si A no posee cota inferior,

escribimos inf(A) = —oo.

Ejercicio 1.1.8 ]

Calcule el supremo e infimo de los siguientes conjuntos.
[0,1).

= Q

» {z € R:2? =n para algin n € N}.

{z € R: 2z = /n para algiin n € N}.
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Ejercicio 1.1.9 ]

Sea A C R tal que sup(A) € R. Muestre que t = sup(A) si y solamente si ¢ es cota superior de
A y para todo real € > 0 existe z € A tal que t — e < z.

Dada una sucesion (a,)nen definimos su infimo y supremo de la manera siguiente:

sup((an)nen) = sup({an, : n € N})  inf((an)nen) = inf({ay, : n € N}).

Ejercicio 1.1.10 ]

Determine el infimo y supremo de la sucesién (a,)nen dada por a, = —%

Definicién 1.1.11: Limite inferior y superior

Sea (an)nen una sucesion real.

= El limite superior de (a,)nen es el nimero dado por
lim sup a,, = nf({sup((an)n>k) : k € N}),
n—oo
si sup((an)n>x) es finito para algin k € N y +o0 si sup((an)n>k) = 400 para todo
k e N.
= El limite inferior de (ay)nen es el nimero dado por
lim sup a,, = sup({inf((an)n>x) : m € N}),
n—oo
si sup((an)n>k) es finito para algin k € Ny —oo si sup((an)n>k) = —oo para todo
k eN.

Intuitivamente, una sucesién (a,),eny puede interpretarse también como un conjunto de valores
A = {a, : n € N}, y por lo tanto su supremo e {nfimo estdn bien definidos. El limite superior
corresponde al valor supremo asintético que se obtiene al descartar cualquier cantidad finita de términos
de la secuencia. Analogamente, el limite inferior corresponde al infimo asintético que se obtiene del

mismo modo.

Ejercicio 1.1.12 ]

Determine los limites superior e inferior de las secuencias siguientes
= (an)n>o dada por a, = (—1)".

» (bn)n>0 dada por

_— (—D)"+ 2% sin # 721,

346732648236487  sin = 721.
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Definicion 1.1.13: Punto de acumulacion

Sea (an)nen una sucesion real. Decimos que = € R es punto de acumulacién de (ay,)nen si

para todo real ¢ > 0 y todo N € N existe m > N tal que |a,, — z| < e.

A diferencia de la nocién de limite, acd no pedimos que todo elemento de la secuencia eventualmente
esté cerca del punto de acumulacién x. Tan solo pedimos que para toda tolencia € > 0 exista un elemento

de la secuencia indexado por un natural arbitrariamente grande que se encuentra a distancia e de x.

[ Ejercicio 1.1.14 ]

Sea (a,)nen una sucesion real y z un punto de acumulacién de ella. Muestre que

liminf a,, <z < limsupa,.

n—00 n—00
Muestre ademés que si limsup,, ., an y liminf,, . a, son finitos, entonces son puntos de
acumulacién de (a,)nen. Concluya que si limsup,, ., a, = liminf,_, a, entonces la sucesién

converge.

Una consecuencia del ejercicio anterior, es que una nueva interpretacion de los limites superior e
inferior es como los supremos e infimos de los puntos de acumulacién de una secuencia. Mas adelante

en el curso probarmeos que toda secuencia acotada admite un punto de acumulacién.

1.2. Cardinalidad

[EN CONSTRUCCION]

Definicién 1.2.1: Conjunto numerable

Un conjunto A se dice numerable si existe una biyeccién f: N — A. Un conjunto se dice

contable si es finito o numerable.

Teorema 1.2.2: Teorema de Bernstein Cantor Schroder

Sean A, B conjuntos tales que existen funciones inyectivas f: A — By g: B — A. Entonces

existe una biyeccién h: A — B.

DEMOSTRACION. Sea Cp = A\ g(B). Inductivamente para k > 1 definimos C = g(f(Ck—1)).
Finalmente defina C' = [ J; cj Cx. Considere la funciéon h: A — B dada por

f(z) siz e C,

h(z) =" _
g Hx) sizeA\C.

Notemos que h estéd bien definida. En efecto, si z € A\ C en particular tenemos que z € A\ Cy = g(B),
luego z tiene preimagen por g, la cual es Unica ya que g es inyectiva.
Ahora probaremos que h es inyectiva. Supongamos existen z,y € A tales que h(z) = h(y). Hay

tres casos que considerar:

1. Si tenemos que z,y € C, entonces h(z) = f(z) y h(y) = f(y). Como f es inyectiva deducimos

que z =y.
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2. Si tenemos que tanto x,y € A\ C, entonces h(z) = g~ 1(x) y h(y) = g~ (y). De acé obtenemos
que z = g(h(z)) = g(h(y)) = .

3. En el dltimo caso consideremos sin pérdida de generarlidad que z € C e y € A\ C (si fuese
al revés basta intercambiar = con y). Tenemos entonces que f(x) = h(z) = h(y) = g~ *(y). De
acd obtenemos que y = g(f(x)). Como x € C, entonces existe k € N tal que = € Cy, y luego
9(f(x)) € Cky1, por lo tanto obtenemos que y € C lo cual es una contradiccién al hecho de
quey € A\ C.

Finalmente, mostremos que h es sobreyectiva. Sea y € B. Hay dos casos que considerar:

1. Siy € f(C), basta considerar z € C'y luego tenemos h(z) = f(z) = y.

2. Siy € B\ f(C) consideramos x = ¢(y). Probaremos que = € A\ C' de manera inductiva.
En efecto, si x € Cy = A\ ¢g(B) tenemos que no es imagen de un elemento de B y luego no
podriamos tener que = = g(y). Sea ahora k > 0 y supongamos que z ¢ Cix_1. Si x € C} =
9(f(Cr—1)) entonces tendrfamos que y € f(Cx—1), lo cual no puede ser ya que y € B\ f(C).

De lo anterior, obtenemos que x ¢ Cj para todo k > 0 y por lo tanto z ¢ C, de lo cual
obtenemos que x € A\ C y luego h(z) = g~ (z) = g (g9(y)) = y.

De todo lo anterior, concluimos que h es biyectiva. O



Capitulo 2

Espacios métricos

En este capitulo estudiaremos la idea de espacio métrico, que abstrae la nocién de distancia Eu-
clidiana a una funcién abstracta que describe la “distancia” entre cada par de puntos de un conjunto

general.

2.1. Meétricas, ultramétricas y normas

La nocién de métrica o distancia formaliza la idea de distancia entre dos puntos.

Definicion 2.1.1: Métrica

Sea X un conjunto. Una métrica en X es una funcién d: X x X — R>( que satisface las tres
propiedades siguientes:
= d es simétrica, es decir d(z,y) = d(y, z) para todo z,y € X.
= d es positiva, es decir d(z,y) > 0 para todo = # y en X, y d(z,x) = 0 para todo
reX.

= ( satisface la desigualdad triangular, es decir

d(z, z) < d(z,y) + d(y, z) para todo z,y,z € X.

Al valor d(z,y) se le denomina la distancia entre z e y.

Observacién 2.1. Una funcién d: X x X — R simétrica, que satisface la desigualdad triangular y
tal que d(z,x) = 0 para todo € X se le denomina seudométrica. la diferencia fundamental es que
en una seudométrica puede pasar que d(x,y) = 0 pero & # y en tanto que una métrica asigna un valor

estrictamente positivo a todo par distinto de puntos.

Ejemplo 2.1.2

Sea d: R x R —+ R, definida por
d(z,y) = |z — y| para todo z,y € R.

Entonces d es una métrica. Esta métrica se conoce como la métrica Euclidiana o métrica

natural de R.

Ejemplo 2.1.3

Sean n > 1 un entero y X = R". Las siguientes son métricas en X:
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= La métrica Euclidiana dy: R" x R” — R definida por

da(x,y) = (Z (i — yi)2> ;

i=1
para todo x = (x1,...,2,) e ¥y = (Y1,-..,Yn) en R™
= La métrica del taxista o métrica Manhattan d;: R” x R" — R definida por

n

di(@,y) = I -y,

i=1
para todo & = (z1,...,2,) ey = (Y1,-..,Yn) en R™.
= La métrica maxima o métrica del tablero de ajedrez d..: R” x R" — R>,

definida por

doo(,y) = gggn{l(wi —yi)l}s

para todo & = (z1,...,2,) ey = (Y1,-..,Yn) en R™.

Ejercicio 2.1.4 ]

Muestre que las funciones de los Ejemplos and son efectivamente métricas.

Observacion 2.2. Las métricas di, do v ds coinciden en el caso que n = 1.

Ejemplo 2.1.5: Métrica discreta ]

Sea X un conjunto cualquiera. Se define d: X x X — R> por
1 siz#y
d(z,y) = { .
0 siz=y

Esta funcién es una métrica y se conoce como métrica discreta.

La métrica discreta satisface un caso especial de la desigualdad triangular. Notemos que si d: X X

X — R>q es la métrica discreta, entonces para todo z,y,z € X tenemos que
d(z,y) < méx(d(x,z),d(z,y)) < d(z,z) + d(z,y).

A las métricas que satisfacen d(z,y) < méx(d(z,z),d(z,y)) para todo z,y,z € X se les denomina

ultramétricas.

Ejercicio 2.1.6

Muestre que si d es una ultramétrica en un espacio X, entonces para todo x,y, z se cumple que
al menos dos de los valores d(z,y),d(z, 2),d(y, z) coinciden. En otras palabras, todo tridngulo

es iséceles o equilatero.
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Ejercicio 2.1.7

Considere el conjunto X = {A : A C N} de todos los subconjuntos de N. Definimos d: X x X —
R>o por
92— inf{neN : ne AAB} si A # B,
d(A,B) =
0 si A= B.
Donde AAB = (A\ B)U(B\ A) es la diferencia simétrica entre A y B. Muestre que la funcién

d define una ultramétrica en X.

Definicion 2.1.8: métrica inducida

Sea d una métrica en un conjunto X y sea A C X. La métrica inducida por d en A es la

restriccién de d al conjunto A x A.

Definicién 2.1.9: Espacio métrico

Un espacio métrico es un conjunto X equipado con una métrica d. Usualmente, un espacio

métrico se denota como un par ordenado (X, d).

[ Ejemplo 2.1.10 ]

(R,]-]), (R™,dy), (R™,d3), (R™,du) son espacios métricos.

Es importante notar que si d y d son dos métricas distintas en un espacio X, entonces (X,d) y
(X, d) son espacios métricos distintos. Por ejemplo, los reales con la métrica Euclidiana y con la métrica
discreta no son el mismo espacio métrico, aunque en ambos casos el conjunto sea R.

En lo que sigue veremos un tipo especial de funciones para espacios vectoriales que generan métri-

cas. La definicién de espacio vectorial puede encontrarse en el Capitulo |5, Definicién

Definicion 2.1.11: Norma

Sea E un espacio vectorial sobre K = R o C. Una norma sobre E es una funcién ||-||: £ — Rx
que satisface las siguientes propiedades:

1. ||z|| > 0, para todo = € E \ {0}.

2. ||Az|| = |A|||z|| para todo A e Ky x € E.

3. lz+y|l <|lz|l + |ly|| para todo z,y € E.
Al espacio vectorial E equipado con la norma || - || se le llama espacio vectorial normado, y

usualmente se anota como (E, || - [|).

Proposiciéon 2.1.12

Sea (E, | - ||) un espacio vectorial normado. La funcién d: E x E — Rs, definida por d(z,y) =

|z — y|| para todo z,y € E, es una métrica.
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DEMOSTRACION. Debemos verificar que d es una métrica. Es decir que es simétrica, positiva y
cumple la desigualdad triangular.
notemos que
dz,y) = llv —yll = [[=(y =)l = | = Uy — 2| = d(y, 2).
Luego d es simétrica. Si ¢ # y entonces © — y # 0 y entonces d(z,y) = ||z — y|| > 0. Por otro lado,

para todo x € E tenemos que
d(z,z) = [lz — l| = |0 (z — 2)|| = [0]lz — ]| = 0.
Luego d es positiva. Finalmente, para todo z € E tenemos que
le—yll=llz —z+z—yll < llz = 2] + ]Iz —yll = d(z, 2) + d(z,y).

Por lo tanto d cumple la desigualdad triangular. O

Ejemplo 2.1.13

Los siguientes son ejemplos de espacios vectoriales normados:
1. R™ equipado con alguna de las siguientes normas:

n

1
n 2
ww=§]m,wm=(§ﬁﬁ, Ielloc = ppds, tlol)-
=

i=1
2. Sea C([0,1],R) el espacio de las funciones continuas que van del intervalo [0,1] a R.
Este es un espacio vectorial sobre R, y equipado con alguna de las normas siguientes

es un espacio vectorial normado:

1 1/2
|%=MMW@ s Wl = max [f@)]

z€[0,1]

[ Ejercicio 2.1.14 ]

Sea R/Z el conjunto de las clases de equivalencia de niimeros reales cuocientados por la relacién
de equivalencia ~ donde x ~ y si y solamente si x = y + k para algin k € Z. Muestre que la
funcién

dr/z([z]~, [y]~) = min min |y — x|,
z€lz]~ yE[y]~

define una distancia en R/Z. Muestre ademds que existen valores tnicos zg € [z]~ N [0,1) ¥y

Yo € [y]~ N[0,1) y que se tiene que
dR/Z([m]N, [y]~) = min{|yo — zol, 1 — |yo — o]}
Observacidén 2.3. En el ejercicio anterior se puede pensar en R/Z como un circulo donde se identifican

los extremos 0 y 1 del intervalo [0, 1]. Luego la dltima expresién para la distancia corresponde al arco

mas corto entre dos puntos x,y en este circulo.
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1—ly—z

ly — x|

FiGURA 1. La distancia en un circulo es el largo del méas corto de los arcos que
conectan ambos puntos.

Ejercicio 2.1.15

Sea X un conjunto finito y R C X x X una relacion:
1. simétrica, es decir (z,y) € R si y solamente si (y,z) € R.
2. reflexiva, es decir (z,z) € R para todo x € X.
Se define la clausura transitiva de R como el conjunto R C X x X donde (z,y) € R si existe

una secuencia finita xg, x1,...,x, talque xo =, z, =y y
(i, Ti+1) € R, para todo 0 < ¢ < n.

Suponga que la clausura transitiva de R es X x X y consideremos d: X x X — R>( donde
d(z,z) = 0 para todo « € X, y para z,y € X tal que x # y se define d(x,y) = n donde n > 1
es el largo més pequernio de una secuencia xg, 1, ..., z, donde g = z, x, =y, (x;, Tiy1) € R,

para todo 0 < i < n. Muestre que d es una distancia en X.

Ejercicio 2.1.16

Sea X un conjunto y d,d’ dos métricas en X. Demuestre o de un contraejemplo para las

afirmaciones siguientes:

1. 6: X x X — R>( dada por
0(x,y) = min(d(z,y), d'(z,y)),

es una métrica en X.
2. ¢ X x X = Ry dada por

8 (z,y) = méax(d(z,y),d (z,y)),

es una métrica en X.

2.2. Esferas y bolas

En esta seccion introduciremos conjuntos que pueden describirse utilizando una métrica.

11
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Definicién 2.2.1: Bola abierta y cerrada

Sea (X, d) un espacio métrico, g € X y R > 0. Se definen los siguientes subconjuntos de X:

1. La bola abierta de centro zy y radio R es el conjunto
B°(zo,R) = {z € X : d(xo,z) < R}.
2. La bola cerrada de centro x( y radio R es el conjunto

B(zo, R) = {z € X : d(z0,2) < R}.

AN
~
PN
~N-
AN
~

~ ~ ~

dy do doo

FIGURA 2. La bolas cerradas de centro 0 en R? con las métricas dy, ds y ds respec-
tivamente. Las esferas correspondientes estdn marcadas en un color més oscuro.

Definicion 2.2.2: Esfera

Sea (X, d) un espacio métrico, g € X y R > 0. La esfera de centro xg y radio R es el conjunto

S(xo, R) = {z € X : d(zo,x) = R}.

En otras palabras, la esfera S(zg, R) es el conjunto de todos los elementos de X que estén a
distancia R de xg, la bola abierta B°(xg, R) es el conjunto de todos los elementos de X que estdn a
distancia menor que R de zg, y la bola cerrada B(zg, R) es el conjunto de todos los elementos de X

que estan a distancia menor o igual a R de z.

[ Ejercicio 2.2.3 ]

Sea (X, d) un espacio métrico, zg € X y R > 0. Pruebe que S(zo, R) U B°(x0, R) = B(zg, R).

Observacién 2.4. Es importante recalcar que las nociones anteriores dependen de la métrica. Si
estuviésemos trabajando con méas de un espacio métrico utilizaremos las notaciones BE’X d) (z0, R),
Bx ay(z0, R) ¥ S(x,q)(z0, R) para hacer hincapié en el espacio métrico donde estén definidas y evitar

ambigiiedades.

[ Ejemplo 2.2.4 ]

Considere R equipado con la métrica Euclidiana. Sean xg € Ry R > 0.

= S(xzg,R) ={z €R: |z — x| = R} = {xo — R,x0 + R}.
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» B°(z0,R) ={z €R: |z —z9| < R} = (0 — R,z0 + R).
» B(zg,R)={zeR:|x—x9| < R} =[zg— R,z0 + R].

| Ejemplo 2.2.5 |

Sea X un conjunto cualquiera equipado con la métrica discreta d. Sea xg € X.
m S(x0,1) =X\ {zo} y S(zo,R) =@ si R € (0,1).
= Si R > 1 entonces B°(xg,R) = X,y si 0 < R <1 entonces B°(zg, R) = {xo}.
= Si R > 1 entonces B(zg, R) = X, y si R < 1 entonces B(xg, R) = {zo}.

Del 1ltimo ejemplo se deduce que un conjunto puede ser al mismo tiempo una bola abierta y una

bola cerrada.

[ Ejercicio 2.2.6 ]

Considere el espacio métrico del Ejercicio Caracterize los valores R € Rs para los cuales

B(0,R) = B°(0, R).

Definicién 2.2.7: Conjunto acotado

Sea (X, d) un espacio métrico. Se dice que un subconjunto A de X es acotado si existe x € X
y un real R > 0 tal que A C B(z, R).

Observacion 2.5. En lo que sigue, cada vez que digamos “bola”, sin especificar si es abierta o cerrada,

nos estaremos refiriendo implicitamente a una bola cerrada.

Definicion 2.2.8: Diametro

Sea (X, d) un espacio métrico y A un subconjunto de X. Definimos el didmetro de A como

diam(A) = sup d(z,y).
T,y€A

[ Ejercicio 2.2.9 ]

Sea (X,d) un espacio métrico. Pruebe que un subconjunto A de X es acotado si y solo si
diam(A4) < co.

[ Ejercicio 2.2.10 ]

Sea X un conjunto y considere la métrica discreta d. Pruebe que todo conjunto es acotado.
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2.3. Conjuntos abiertos

En esta seccién estudiaremos la nocién de conjunto abierto generalizan la nocién de intervalos

abiertos en R. Para ello, utilizaremos la nocién de bola abierta estudiada en la seccién anterior.

Definicién 2.3.1: Conjunto abierto

Sea (X, d) un espacio métrico. Un subconjunto A de X es abierto si para todo = € A existe
un real R > 0 tal que B°(z, R) C A.

Es decir, A es abierto en todo punto z € A existe una bola abierta de centro x contenida en A.

[ Ejemplo 2.3.2 ]

Todas las bolas abiertas de X son conjuntos abiertos. En efecto, sean zg € X y R > 0. Si
y € B°(xo, R), entonces d(zp,y) = a < R. Definamos r = R — « > 0. Verifiquemos que
B°(y,r) C B°(xo, R). Si z € B°(y,r) entonces

d(‘TOa Z) S d(Ian) + d(ya Z) =a+ d(ya Z) <a+r= R.
Esto muestra que la bola abierta de centro xy y radio R es un conjunto abierto.

Observacién 2.6. Sea (X, d) un espacio métrico, entonces el conjunto vacio & es un conjunto abierto.

En efecto, para todo x € @ es verdad toda propiedad que yo quiera, ya que no existe ningun = € @.

[ Ejercicio 2.3.3 ]

Sea (X, d) un espacio métrico. Muestre que la definicién de conjunto abierto puede darse con
bolas cerradas. Mas precisamente, muestre que A C X es abierto si y solamente si para todo
x € A existe R > 0 tal que B(z, R) C A.

Proposiciéon 2.3.4: Caracterizacion de abiertos como unién de bolas abiertas

Sea (X, d) un espacio métrico. Un subconjunto A de X es abierto si y solo si A se escribe como

una unioén de bolas abiertas.

DEMOSTRACION. Supongamos que A es un subconjunto abierto de X. Entonces para todo x € A
existe r, > 0 tal que B°(x,r,) C A. Luego, A = UzcaB°(x,75).

Supongamos que A es un subconjunto de X que se escribe como unién de bolas abiertas. Digamos
A= ;e B°(zi, R;). Entonces si v € A, existe i € I tal que x € B°(x;, R;) C A. O

[ l

La unién de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.

DEMOSTRACION. Sea (X,d) un espacio métrico y {4;};c; una coleccién arbitraria de abiertos de

X. La Proposicién [2.3.4] implica que cada conjunto A; se escribe como unién de bola abiertas. Es
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decir, para todo ¢ € I existe una coleccién de bolas abiertas {B°(x; j, Ri j)}jes, que verifica A; =

Ujes, B® (@i, Ri ;). Luego
A= UAz = U U Bo(zi,jaRi,j)7
i€l el jed;
es una reunién de bolas abiertas. A partir de la Proposicién [2:3.4] concluimos que A es abierto. 0

Observacién 2.7. Sea (X, d) un espacio métrico. Del Corolario se deduce que X es abierto. En

efecto, podemos escribir X = J, .y B°(w,1).

Ejemplo 2.3.6: La interseccion de abiertos no es necesariamente un abierto ]

La interseccién de conjuntos abiertos no siempre es un conjunto abierto, como lo muestra el

siguiente ejemplo: para cada n € N considere el intervalo abierto I, = (—%, %) Estos son

conjuntos abiertos en (R, |- |). Sin embargo, la interseccién
11
n>1 n>1

no es un conjunto abierto. En efecto, dado cualquier R > 0, la bola de centro 0 y radio R no

estd contenida en {0}.

El ejemplo anterior muestra que no siempre obtendremos abiertos al intersectar colecciones de
conjuntos abiertos, sin embargo si nos restringimos a una cantidad finita de conjuntos abiertos, si es

cierto que su interseccién es un conjunto abierto.

Proposicion 2.3.7: Interseccion finita de abiertos es abierto

La interseccién finita de conjuntos abiertos es un abierto. Es decir, si (X, d) es un espacio

métrico, n € Ny Ay,..., A, C X son abiertos en (X, d), entonces ()}, A; es un abierto.

DEMOSTRACION. Sea A = ﬂ?zl A;. Para probar que A es abierto, debemos mostrar que para todo
x € A existe R > 0 tal que B°(z, R) C A.

Sea z € A. Por definicién de conjunto abierto, para todo 1 < i < n existe R; > 0 tal que
B°(x;, R;) C A;. Si R = min{Ry,...,R,} entonces R > 0y B°(z,R) C B°(z,R;) C A;, para todo
1 <i < n. Luego, B°(z,R) C i, A; = A. O

Sea (X, d) un espacio métrico cualquiera. Hemos visto que la coleccién de abiertos

1. contiene a X y &.
2. es estable bajo unién,

3. es estable bajo interseccién finita,

Veremos mas adelante que una gran parte de los conceptos asociados a una métrica pueden definirse
utilizando uUnicamente los conjuntos abiertos sin necesariamente hacer referencia a una métrica. Lo

anterior justifica una definicién més abstracta de conjuntos abiertos que se denomina topologia.

Definicién 2.3.8: Topologia

Sea X un conjunto. Una coleccién 7 de subconjuntos de X se denomina topologia si satisface

que
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1. Para toda coleccién {A;};cr con A; € T se tiene que
U A, eT.
il
2. Para todo par de conjuntos A, B € T se tiene que ANB € T.
3.oeT,XeT.
Al par (X, T) se le denonina espacio topolégico y en éste contexto a los elementos A € T se

les dice conjuntos abiertos.

En este apunte nos enfocaremos en el caso de los espacio métricos y tan solo mencionaremos
de manera esporadica lo que sucede en el caso més general de espacios topoldgicos. Sin embargo es
conveniente conocer al menos de manera bésica algunos conceptos de topologia.

En el caso de un espacio métrico (X, d), es directo de la discusién anterior que la coleccién T =
{A C X : A es un abierto en (X,d)} es una topologfa. Luego todo espacio métrico induce un espacio

topoldgico. Sin embargo, veremos que existen espacios topolégicos que no provienen de ninguna métrica.

[ Ejemplo 2.3.9: La topologia gruesa ]

Sea X un conjunto con al menos dos elementos distintos. La coleccién de conjuntos 7 = {@, X'}

es una topologia y se le denomina topologia gruesa.

Definicién 2.3.10: Base de una topologia

Sea (X, T) un espacio topolégico. Una coleccién B de subconjuntos de X se denomina base si

todo conjunto A € T se puede escribir como unién de elementos de B.

La intuicién asociada a la definicién anterior es la siguiente: en general puede ser complejo dar
una descripcion exacta de todos los elementos de una topologia, por lo tanto es més sencillo tan solo
describir una colecciéon de conjuntos que “generen la topologia”. Una base es precisamente eso, un

conjunto de elementos que permiten describir todos los elementos de 7 mediante uniones.

Observacién 2.8. La coleccién de bolas abiertas en un espacio métrico (X,d) es una base, pues

cualquier conjunto abierto se escribe como unién de bolas abiertas.

Definicién 2.3.11: Espacio de Hausdorff

Sea (X, T) un espacio topolégico. Se dice que (X, T) es de Hausdorff o que separa puntos si
para todo x,y € X tales que x # y existen conjuntos abiertos U, y V,, tales que z € U,, y € V.
yU. NV, =a.

Ejercicio 2.3.12

Muestre que todo espacio métrico es de Hausdorft
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Ejercicio 2.3.13

De un ejemplo de un espacio topoldgico que no sea Hausdorff. Concluya utilizando el ejercicio

anterior que hay espacios topoldgicos cuya topologia no estd generada por una métrica.

Definicion 2.3.14: Vecindad

Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Una vecindad de un punto x € X es un subconjunto V' de

X que contiene algin abierto A C V tal que x € A.

Notemos que los conjuntos abiertos son vecindades de cada uno de sus puntos. La bola cerrada

B(z, R) es una vecindad de x pues contiene a la bola abierta B°(x, R).

[ Ejercicio 2.3.15 ]

Sea (X, d) un espacio métrico. pruebe que la interseccién de todas las vecindades de = es igual

a {x}.

El resultado del ejercicio anterior no es valido para un espacio topoldgico. En efecto, si tomamos
X =Ry la topologfa gruesa T = {&, X }, entonces la tnica vecindad de todo = € R es el conjunto X,
luego la interseccién de todas las vecindades de = es R y no {«}. Acd obtenemos una nueva prueba de

que la topologia gruesa no es metrizable.

Proposicion 2.3.16: Caracterizacion de abiertos por vecindades

Sea (X, d) un espacio métrico. Un subconjunto A C X es abierto si y solo si es una vecindad

de todos sus puntos.

DEMOSTRACION. Si A es abierto, entonces para todo x € A existe una bola abierta de centro x
que estd contenida en A y, por lo tanto, A es una vecindad de z.
Supongamos que A es vecindad de todos sus puntos, entonces para todo x € A existe un abierto

U, € A que lo contiene. Luego, A = (J,. 4 U, es un abierto, pues es reunién de abiertos. O

Definicién 2.3.17: Interior de un conjunto

Sea (X, d) un espacio métrico. El interior de un subconjunto A C X es la unién Int(A) de todos
los abiertos contenidos en A.

Tnt(A) = U U.

U abierto ,uca

El interior de A lo anotaremos usualmente por Int(A4), también se utiliza a veces la notacién A

Como Int(A) es una reunién de abiertos, es abierto. Ademds, si B es un abierto contenido en A,
entonces por definicién de interior B también estd contenido en Int(A). De esto se deduce que Int(A) es
el abierto més grande en el sentido de la contenciéon de conjuntos en A. En particular, si A es abierto,
entonces Int(A) = A.
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[ Ejercicio 2.3.18 ]

Sea (X, T) un espacio topolégico. Muestre que si para todo z € X

Int({z}) = {«},

entonces T es la topologfa generada por la métrica discreta (llamda topologia discreta).

Ejercicio 2.3.19

Considere X = R equipado con la métrica Euclidiana. Pruebe que

Int(Q) = @.

Proposicion 2.3.20

Sea (X, d) un espacio métrico y A, B C X. Se tiene que

Int(AN B) = Int(A) N Int(B).

DEMOSTRACION. Int(A N B) es un abierto contenido en A N B, por lo tanto, Int(A N B) estd
contenido en A y en B. Por definicién de interior, esto implica que Int(ANB) C Int(A4) e Int(ANB) C
Int(B). Luego, Int(A N B) C Int(A) N Int(B).

Para probar la otra inclusién, observe que Int(A) N Int(B) es un abierto, pues es una interseccién
finita de abiertos. Ademds, Int(A) N Int(B) es un abierto contenido en A N B, lo que implica que
Int(A) NInt(B) C Int(A N B). O

[ Ejercicio 2.3.21 ]

Muestre con un ejemplo que Int(A U B) no necesariamente es igual a Int(A) U Int(B).

2.4. Conjuntos cerrados

En esta seccién estudiaremos los complementos de los conjuntos abiertos, los cuales se denominan
conjuntos cerrados. Del mismo modo que los conjuntos abiertos, estos satisfacen muchas propiedades

interesantes que estudiaremos a continuacion.

Definicién 2.4.1: Conjunto cerrado

Sea (X,d) un espacio métrico. Se dice que A C X es cerrado si el complemento de A es un

conjunto abierto.

Si leemos la definicién de abierto, obtenemos que un conjunto A C X es cerrado si para todo
y € X\ A existe R> 0 tal que B(y,R)N A =g.
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[ Ejercicio 2.4.2 ]

Sea (X, d) un espacio métrico. Pruebe que las bolas cerradas de X son conjuntos cerrados.

[ Ejemplo 2.4.3 ]

Sea (X, d) un espacio métrico. Todo conjunto singleton {z} es cerrado. En efecto, siy € X \ {z},
entonces d(z,y) = a > 0. Luego, la bola abierta B°(y,«) no contiene a x y, por lo tanto,
B°(y,a) C X \ {z}. Esto prueba que {z} es cerrado.

[ Ejercicio 2.4.4 ]

Sea (X, d) un espacio métrico. Pruebe que las bolas cerradas de X son conjuntos cerrados.

19

Los conjuntos cerrados satisfacen propiedades basicas que son complementarias a las de los conjun-

tos abiertos. Las resumiremos en la proposicién siguiente cuya demostracién se dejard como ejercicio.

Proposicion 2.4.5

Sea (X,d) un espacio métrico. Los subconjuntos cerrados X satisfacen las siguientes

propiedades:

1. Son estables bajo interseccién. Es decir, si (A;);cr es una coleccién de conjuntos cerra-
dos, entonces (., A; es cerrado.

2. Son estables bajo unién finita. Es decir, si (4;)"_; es una coleccién finita de conjuntos
cerrados, entonces U?Zl A; es cerrado.

3. X y & son cerrados.

Ejercicio 2.4.6

Demuestre la Proposicién [2.4.5| utilizando las propiedades de conjuntos abiertos y de comple-

mentos de conjuntos.

[ Ejercicio 2.4.7 ]

Considere X = R con la métrica Euclidiana. Pruebe que para todo a,b € R tal que a < b el
intervalo cerrado [a,b] es un conjunto cerrado, y que los intervalos de la forma (a, b], [a,b) no

son conjuntos ni abiertos ni cerrados.

Ejemplo 2.4.8

Considere X = R con la métrica Euclidiana. La unién (J,,-,[%,1— 2] = (0,1) no es un cerrado.

Luego la unién de conjuntos cerrados en general no es cerrada.
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[ Ejercicio 2.4.9 J

Sea (X, d) un espacio métrico. Pruebe que las esferas de X son cerradas.

[ Ejercicio 2.4.10 ]

Sea (X, d) un espacio métrico donde d es la métrica discreta. Prueba que todos los conjuntos
son abiertos y cerrados a la vez. Indicacidn: observe que B°(z, %) = {z} para todo x. Luego, si
A C X entonces A = J {7} = Uyea

por lo tanto, abierto. Proceda de manera andloga con X \ A para mostrar que es abierto.

B°(x, %) Esto muestra que A es union de abiertos y,

Observaciéon 2.9. En el ejemplo anterior se muestra que un conjunto diferente de X y & puede ser
abierto y cerrado a la vez. A estos conjuntos se los denomina abierto-cerrado. En inglés a estos

conjuntos se les llama clopen.

A continuacién estudiaremos una propiedad que es complementaria a la nocién de interior de un

conjunto. Es decir, su exterior.

Definicién 2.4.11: Exterior de un conjunto

Sea (X, d) un espacio métrico y A C X. El exterior Ext(A) de A es el interior del conjunto
X\ A.

En otras palabras, el exterior de un conjunto se define como el interior de su complemento. Se

puede utilizar la notacién Ext(A), pero es més usual escribir simplemente Int(X \ A).

Observacion 2.10. El exterior de A es el conjunto abierto méas grande en el sentido de la contencién
de conjuntos que es disjunto de A. En efecto, si B C X es disjunto de A, entonces B C X \ A, y si
ademds B es abierto, entonces B C Int(X \ A) = Ext(A).

Definicién 2.4.12: Frontera de un conjunto

Sea (X, d) un espacio métrico y A C X. La frontera de A es el conjunto 9(A) de puntos de X

que no estan ni en el interior de A ni en el exterior de A. Es decir,

A(A) = X \ (Int(A) UInt(X \ A))

La frontera de A es un cerrado, pues es el complemento de la unién de dos abiertos. También es

facil ver que para todo A C X, la unién de la frontera, el interior y el exterior de A es igual a X:

X =1Int(A) UExt(A) UI(A), para todo A C X.

Ejemplo 2.4.13

Considere R con la métrica Euclidiana y sea A = (=1, 1]. Luego

1. El interior de A es el conjunto Int(A4) = (—1,1).
2. El exterior de A es el conjunto Ext(A) =R\ [-1, 1].



2.4. CONJUNTOS CERRADOS 21

3. La frontera A es el conjunto 9(4) = {-1,1}.

En este ejemplo simple se puede observar que la frontera de un conjunto no tiene por qué ser

subconjunto del conjunto original.

Proposicion 2.4.14: Caracterizacion de puntos de frontera por vecindades

Sea (X, d) un espacio métrico y A C X. El punto x € X estd en 9(A) si y solo si toda vecindad
V de x contiene elementos de X \ Ay A, es decir

VN(X\A) #£#2yVNA#o.

DEMOSTRACION. Supongamos primero que x estd en la frontera de A. Basta probar que cualquier
bola abierta de centro x contiene elementos de A y X \ A. Para esto, sea R > 0 y consideremos la bola
abierta B°(x, R).

Como x estd en la frontera, entonces x ¢ Int(A). Luego, B°(z, R) € A, pues de lo contrario, la bola
By(z, R) serfa un abierto contenido en A, y entonces deberfa estar contenida en Int(A). Esto implica
que existe y € (X \ A) N B°(z, R). Como = ¢ Int(X \ A), de manera andloga, como z ¢ Int(X \ A)
deducimos que B°(z, R) N A # @.

Supongamos ahora que toda vecindad de = contiene elementos de A y X \ A. Esto implica que
toda bola abierta de centro  no esté contenida ni en A ni en X \ A. Luego, = no estd contenido ni en
Int(A) ni en Int(X \ A). Es decir, x estd en la frontera de A. O

[ Ejercicio 2.4.15 ]

Sea (X, d) un espacio métrico y A C X. Pruebe que A estd contenido en la unién de su interior

y su frontera.

El ejercicio anterior motiva la nociéon de adherencia de un conjunto. A continuacién veremos una

definicién de adherencia y luego probaremos que coincide con la unién de su interior y su frontera.

Definicién 2.4.16: Adherencia de un conjunto

Sea (X, d) un espacio métrico y A C X. La adherencia de A es la A interseccién de todos los

conjuntos cerrados que contienen a A.

A= N C.

¢ cerrado ,ACC

La adherencia de A la escribiremos usualmente como A. A los elementos de A se les llama puntos
adherentes de A.

La adherencia de A es un conjunto cerrado, pues es una interseccién de cerrados. Ademas, A es
el conjunto cerrado més pequeno que contiene a A. En efecto, si B C X, entonces por definicién de
adherencia, A C A C B.

La siguiente proposicion nos entrega varias formas de caracterizar la adherencia de un conjunto.
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Proposicion 2.4.17: Equivalencias de adherencia

Sea (X, d) un espacio métrico y sean A, C' C X. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
. C=A
. C es el complemento del exterior de A.

. C es la unién del interior de A y la frontera de A.
.C={x € X:B°(x,R)N A+ @, para todo R > 0}.

N R

DEMOSTRACION. Observamos primero que X = Int(A4) UExt(A4) Ud(A). Como la interseccién de
estos tres conjuntos es vacia a pares, se tiene que (2) y (3) son equivalentes.

Supongamos ahora (1) y probemos (4). Definamos
F={xeX:B°(x,R)NA+#d, para todo R > 0}.

Debemos probar que A = F. Claramente A C F y F es cerrado, luego A C F. Por el otro lado, si
x ¢ A, entonces existe un cerrado que contiene a A pero no a x, luego  estd contenido en un abierto
que no intersecta a A y por lo tanto existe R > 0, tal que B°(z,R) N A = & por lo cual =z ¢ F.
Concluimos X \ A C X \ F y por lo tanto F C A.

Supongamos (4) y probemos (2). Como C = {x € X : B°(x,R) N A # o, para todo R > 0}.
Entonces X \ C es el conjunto de los € X para los que existe R > 0 tal que B°(z,R) C X \ A. Es
decir, X \ C' =Int(X \ A) y luego C = X \ Ext(A4).

Supongamos (2) y probemos (1). Como el exterior de A es abierto se tiene que C es cerrado. Mds
ain, como Ext(4) N A = &, tenemos que A C C y luego A C C = C. Por otro lado, si F es un
cerrado que contiene a A, entonces X \ F' C X \ A es abierto, por lo cual necesariamente tenemos que
X\ F CExt(A) = X\ C, luego C C F. Tomando F = A deducimos que C C Ay luego C = A. [0

Proposiciéon 2.4.18

Sea (X, d) un espacio métrico y A, B C X. Entonces

AUB=AUB.

DEMOSTRACION. Observar que A U B es un cerrado que contiene a A U B. Esto implica que
AUB C AUB. Por otro lado, si C es un cerrado que contiene a AU B, entonces C es un cerrado que
contiene a A y a B. Luego, AUB C C. Escogiendo C igual a AU B se deduce que AUB C AUB. O

Ejercicio 2.4.19

Mostrar que la Proposicién [2.4.18 no es vélida si se intercambia U por N, o si se considera la

union de una infinidad de conjuntos.

[ Ejercicio 2.4.20 ]

Sea (X, d) un espacio métrico y A C X. Pruebe que la frontera de A es igual a AN X \ A.
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[ Ejercicio 2.4.21 ]

Sea (X, d) un espacio métrico y (A;);cr una coleccién de conjuntos en X. Para cada una de las

cuatro afirmaciones siguientes de una demostracién o un contraejemplo.

. Se tiene que U;c; Ai € User Aie
. Se tiene que Uie,E 2 User Ai-
. Se tiene que [);¢; Int(A;) € Int((;c; Ai)-

. Se tiene que [);¢; Int(A;) 2 Int (), As)-

—_

VI N}

2.5. Conjuntos densos, nunca densos y espacios separables

Consideremos al conjunto de los niimeros racionales @Q como un subconjunto de R con la métrica
Euclidiana. Si intentamos “dibujar” Q en la recta real, no somos capaces de distinguirlo de R dado
que para cualquier niimero real r siempre existe un niimero racional ¢ a una distancia arbitrariamente
pequena de r. En esta seccién introduciremos el concepto de conjunto denso que busca formalizar la

idea anterior.

Definicién 2.5.1: Conjunto denso

Sea (X, d) un espacio métrico. Decimos que el conjunto D es denso si para todo z € X y todo
R > 0 tenemos que B°(z, R) N D # @.

T

En otras palabras, D es denso si toda bola abierta intersecta D.

[ Ejercicio 2.5.2

Pruebe que D es denso si y solamente si para todo z € X y todo R > 0 tenemos que B(z, R) N

D # @. Es decir, la condicién de ser denso se puede definir también con bolas cerradas.

[ Ejemplo 2.5.3

El conjunto D = X es denso con respecto a cualquier métrica.

[ Ejemplo 2.5.4 ]

Los conjuntos D =Q y D' =R\ Q son densos en R con la métrica Euclidiana.

Ejercicio 2.5.5 ]

Sea X = [0, 1] con la métrica Euclidiana heredada de R. Pruebe que el conjunto
k
D = Q—n:nZO, 0<k<2™},

es denso en [0,1]. D se conoce como el conjunto de los ndmeros diddicos.
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A veces suele usarse una relativizacién de la nocién de denso. Decimos que un conjunto D es denso
en un conjunto A, si para todo x € Ay todo R > 0 tenemos que B°(z, R) N D # @. De ésta manera

la nocién de conjunto denso “a secas” corresponde un conjunto denso en el espacio entero X.

Proposicion 2.5.6: Formulaciones equivalentes de densidad

Sea (X, d) un espacio métrico y D C X. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. D es denso en X.

2. Todo abierto no vacio U C X satisface D N U # @.

3. Para todo R >0y z € X existe y € D tal que d(z,y) < R.
4. D=X.

DEMOSTRACION. Supongamos (1) y probemos (2). Si U es un abierto no vacfo entonces para
xo € U existe R > 0 tal que B°(zo, R) C U, como asumimos (1) tenemos que B°(zo,R)ND # &y
luego UND # @.

Supongamos (2) y probemos (3). Sean R > 0, x € X y consideremos la bola abierta B°(z, R). Por
(2) tenemos que B°(x, R) N D # @&, luego existe y € B°(x, R) N D. Como y € B°(x, R), se sigue que
d(z,y) < R.

Supongamos (3) y probemos (4). En la Proposicién [2.4.17 mostramos que que si A C X, entonces
A es el conjunto de todos los # € X tales que para todo R > 0, B°(z, R) N A # &. Claramente siempre
se tiene que D C X. Por (3) tenemos que para todo x € X y R > 0 existe y € D tal que d(z,y) < R,
luego y € B°(z, R) N D. Esto muestra que X C D.

Supongamos (4) y probemos (1). Como D = X, tenemos que para todo x € X y R > 0 se cumple
que B°(z, R) N A # &, lo cual es exactamente la definicién de densidad. O

Observacion 2.11. Las equivalencias anteriores nos otorgan una nocién de densidad para espacios
topoldgicos. Diremos que un conjunto D C X de un espacio topoldgico (X, T) es denso si todo U € T

intersecta a D.

Recordemos que un conjunto X se dice numerable si existe una biyeccion entre X y el conjunto

de los numeros naturales N. Decimos que un conjunto es contable si X es finito o numerable.

Definicién 2.5.7: Espacio métrico separable

Se dice que el espacio métrico (X, d) es separable si existe D C X que es denso y contable.

La nocién de espacio métrico separable es muy 1til, pues permite hacer pruebas utilizando técnicas
como la induccién o el argumento diagonal. Veremos varias aplicaciones de esta propiedad en los

capitulos siguientes de este apunte.

Ejemplo 2.5.8

R con la métrica Euclidiana es separable, pues Q C R es un conjunto denso y numerable.
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Ejercicio 2.5.9

Sea X es un conjunto y d la métrica discreta en X. muestre que (X, d) es seprable si y solamente

si X es contable.

Ejercicio 2.5.10

Muestre que R™ dotado de cualquiera de las métricas di,ds 0 d~ es separable.

Ejercicio 2.5.11

Considere el espacio vectorial £2(R) definido como

PR)=(f NoR:> [f(n)]> <o,

n>0
dotado de la norma ||-||2 dada por
11l =D 1F ().
n>0
Muestre que (£2(R), ||-||2) es separable.

Indicacion: Puede usar que el conjunto de todas las funciones f: N — Q tales que existe algin

N €N tal que f(m) =0 para m > N es numerable.

Ejercicio 2.5.12: (dificil) |

Considere el espacio vectorial £>°(R) definido como

£o(R) = { £: N - R supl f(n)] < oo}

neN

dotado de la norma |||~ dada por
1710 = sup £ ()]
neN

Muestre que (£°(R), ||-]loc) no es separable.
Indicacion: muestre que para cada S C N es posible construir una funcion fg: N — N de modo

tal que si S, S’ son dos subconjuntos distintos de N entonces

| fs = fsrlloo = 1.

Indicacion: muestre que si M C X es tal que existe una constante C > 0 tal que para todo
x,y € M se cumple que d(x,y) > C, entonces si D es denso en X debe existiﬂ una funcion
inyectiva ¢: M — D y por lo tanto |D| > |M]|.

%Para hacer formalmente esto se utiliza el axioma de eleccién, ver anexos.

A continuacion definiremos una propiedad que es complementaria a la densidad.

25
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Definicién 2.5.13: Conjunto nunca denso

Sea (X, d) un espacio métrico. Se dice que A C X es nunca denso si el exterior de A es denso
en X.

A los conjuntos nunca densos se los denomina también denso en ninguna parte o conjuntos
diseminados. La siguiente proposicién entrega la correcta intuicion sobre los conjuntos nunca densos:

son los conjuntos que no son densos en ningun conjunto.

Proposicion 2.5.14: Caracterizacion de conjuntos nunca densos

Sea (X, d) un espacio métrico. Un conjunto A C X es nunca denso si y solo si Int(4) = @.

DEMOSTRACION. Si existe z € Int(A) entonces existe R > 0 tal que B°(z, R) C A. Ya que por
la Proposicién Z = X \ (Int(X \ A)), lo anterior implica que B°(x, R) NInt(X \ A) = & y, por
lo tanto, Int(X \ A) no es denso. Con esto mostramos que si A es nunca denso entonces Int(A4) = &.

Si Int(A) = @, entonces para todo x € X y todo R > 0 la bola B°(z, R) intersecta X \ A. Como
X\ A4 =TInt(X \ A), esto implica que todo x € X estd en Int(X \ A), lo que significa que Int(X \ A)

es denso. O

[ Ejercicio 2.5.15 ]

Considere R con la métrica Euclidiana. Muestre que el conjunto Z de los nimeros enteros es

nunca denso.

Observaciéon 2.12. No es suficiente pedir que el complemento de un conjunto sea denso para que el
conjunto sea nunca denso, como vimos anteriormente, tanto Q como R \ @ son conjuntos densos en R
con la métrica Euclidiana. Tampoco es cierto que el complemento de un denso sea un conjunto nunca

denso.

Observacién 2.13. El interior de A no necesariamente es igual al interior de A. Por ejemplo, si

tomamos R con la métrica Euclidiana, el interior de Q es vacio, pero el interior de Q = R es igual a R.

Ejercicio 2.5.16 ]

Considere [0, 1] con la métrica Euclidiana. El conjunto de Cantor es el conjunto C' de todos
los elementos en x € [0, 1] que pueden escribirse de la forma
N
, ak
r = lim —,
N—00 3k
k=1
donde (ar)k>1 es una secuencia de enteros que toman solo los valores {0,2}. Muestre que C' es

un conjunto nunca denso.
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2.6. Sucesiones en espacios métricos

Definicién 2.6.1: Sucesién

Sea X un conjunto. Una sucesién o secuencia en X es una funciéon z: N — X.

Al igual que en el caso de una sucesién real, utlizaremos la notacién (x,)n,en para denotar la

funciéon z: N — X, y queremos pensarla como una tupla infinita

(l’o,$1,$2,$37$471’5, .. ) .

A veces es también conveniente indexar una sucesiéon por algun subconjunto infinito de los nat-
urales. De éste modo también denominaremos sucesion a una funciéon x: S — X donde S C N
es infinito. De manera més habitual utilizaremos la notacién (z,)n>m para denotar una sucesién
z:{n € N:n >m} — X. En general la eleccién del conjunto de indices de una sucesién no es muy
importante, una sucesiéon (z,)nes puede reescribirse como una sucesién (¥, )nen del mismo modo que
explicitamos en los preliminares. Luego la elecciéon de un conjunto de indices es simplemente un tema
de conveniencia. Abstractamente podemos suponer siempre que las sucesiones estan indexadas por N.

En contadas ocasiones también utilizaremos la notacién {x, }nen en vez de (z,,)nen. Haremos ésto
cuando queramos pensar en el conjunto que contiene a todos los elementos de la secuencia.

Cuando (X,d) es R con la métrica Euclidiana, hablaremos de sucesiones reales.

Definicion 2.6.2: limite de una sucesion

Sea (X, d) un espacio métrico y (2, )nen una sucesién. Se dice que (2, )nen converge a T € X

si para todo € > 0 existe N € N tal que para todo n > N,
d(zn,T) <e.
Si (2n)nen converge a T € X, decimos que T es el limite de (z,,)nen ¥ escribiremos

lim z, = Z.
n—oo

En otras palabras, una sucesion converge a un valor £ € X si para toda bola cerrada centrada en
Z, existe a lo mds una cantidad finita de elementos de la sucesién que no estén contenidos en ella (los

Zm tal que m < N son los tinicos elementos que podrian no estar en la bola).

Observacion 2.14. Notemos que si modificamos la definicién de limite y utilizamos bolas abiertas

(es decir, cambiamos “d(z,,Z) < &” por “d(z,,Z) < €”) obtenemos exactamente la misma nocidn.

En el caso mas general de un espacio topolégico (X, T), decimos que (x,)nen converge a un valor
T € X si para toda vecindad Uz de Z existe N € N tal que z,, € Uz para todo n > N. En otras
palabras, la nociéon de convergencia puede definirse tan solo utilizando una topologia y no requiere

necesariamente de una distancia.

[ Ejercicio 2.6.3: Unicidad del limite

Suponga que (z,)nen €s una sucesién en el espacio métrico (X, d) que converge a £ € X y que

converge a y € X. Muestre que T = ¥.
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Observacion 2.15. El resultado del ejercicio anterior no es vélido en espacios topoldgicos arbitrarios.

En ese caso, se debe pedir que el espacio topolégico sea Hausdorff.

[ Ejercicio 2.6.4 ]

Sea (x)nen una sucesion en el espacio métrico (X, d). Muestre que (2, )nen converge a T € X
si y solamente si
lim d(z,,z) = 0.

n— oo

A continuacién, utilizaremos la nocién de convergencia de sucesiones para dar caracterizaciones de

la adherencia y los conjuntos cerrados.

Proposicion 2.6.5: Caracterizacion de adherencia por sucesiones

Sea (X,d) un espacio métrico y A C X. Se tiene que x € A si y solo si existe una sucesién

(zn)nen de elementos de A que converge a x.

DEMOSTRACION. Sea z € A. Por la Proposicién tenemos que B°(x, R) N A # @ para todo
R > 0. Paran > 1 consideramos R = %, tomamos un valor z,, € B°(z, R) N A y formamos la sucesién
(Tn)n>1-

Dado ¢ > 0, basta tomar N > %, luego si m > N tenemos que x,, € B°(z, %) por lo cual

1 1
d(z,z,) < - < N <e.

Lo cual muestra que (z,),>1 converge a x. Por otro lado, si supongamos que existe (2,),>1 una

sucesién de elementos de A que converge a x, entonces para todo R > 0 tenemos que B°(z, R)N A, lo

cual implica que = € A. O
El resultado anterior se puede escribir del siguiente modo

A={r € X :Ixp)nen tal que Vn € Ny, € Ay lim z, = x}.
n— oo

Lo cual es bastante ttil para demostrar que un conjunto no es cerrado, pues basta encontrar una

sucesion que tome valores en el conjunto y que converga a un valor que no esté en el conjunto.

Sea (X, d) un espacio métrico y A C X. Se tiene que A es cerrado si toda sucesién (z,)nen de

elementos de A que converge, converge a un valor x € A.

Observacion 2.16. En el corolario anterior se enuncia una propiedad sobre las sucesiones convergentes
y no sobre todas las sucesiones. Por ejemplo, el conjunto A = [—1,1] es un cerrado en R con la métrica

Euclidiana pero la sucesién real ((—1)"),, .y no converge.
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[ Ejemplo 2.6.7 ]

Sea R con la métrica Euclidiana. Entonces A = (0, 1] no es cerrado. Si lo fuese, entonces toda
sucesion con valores en A que converge debe converger a un valor en A, sin embargo la sucesién

(L )neN converge a 0 ¢ A.

n

Definicion 2.6.8: Puntos de acumulacién

Sea (X, d) un espacio métrico y (2, )nen una sucesién. Se dice que z € X es un punto de

acumulacién de (x,),en si para todo € > 0 y para todo n € N, existe m > n tal que

d(x,xm) < e.

[ Ejercicio 2.6.9 ]

Sea (X, d) un espacio métrico. Muestre que z es punto de acumulacién de una sucesién (x,)nen

si y solamente si para toda vecindad V,, de z y para todo n € N, existe m > n tal que z,,, € V.

Del ejercicio anterior se desprende que la nocién de puntos de acumulacién es también topologica.

Ejemplo 2.6.10

Sea R con la métrica Euclidiana. La sucesién real ((—1)"), .y no converge pero tiene dos puntos

de acumulacion, —1 y 1.

Observacién 2.17. Si (z,)nen €s una sucesién convergente en un espacio métrico, entonces su limite
es su unico punto de acumulacién. En particular, si una sucesién tiene mas de un punto de acumulacién,

entonces no puede converger.

Ejercicio 2.6.11: (dificil) |

Sea a € [0,1) \ @ un ndmero irracional. Muestre que el conjunto de puntos de acumulacién de
la secuencia

(an — an]),cn
es el intervalo [0, 1]. Recuerde que la parte entera |z | de z es el entero més grande que es menor

o igual a =x.

.12: Subsucesion

Sea (X, d) un espacio métrico y (2, )nen una sucesién. Dada una funcién estrictamente creciente
a: N = N (es decir, si n < m entonces a(n) < a(m)) decimos que la sucesién (zq(n))nen €s

una subsucesién o subsecuencia de (z,)nen-

La manera correcta de pensar en una subsucesién, es como una seleccién de una cantidad infinita

de valores de la sucesién que preserva el orden inicial. A menudo las subsucesiones suelen escribirse
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de la forma (z,, )ren donde se interpreta que ny = (k) para alguna funcién estrictamente creciente
a: N — N.

[ Ejemplo 2.6.13 ]

Considere R con la métrica Euclidiana. Sea (z,,)nen la sucesién definida por z, = (—=1)". Sea
(nk)r>o0 la sucesién de ndmeros pares no negativos definida por ny, = 2k. Los términos de la

subsucesion (z,, )k>0 toman siempre el valor 1.

Proposicion 2.6.14

Sea (2, )nen una sucesiéon en un espacio métrico (X, d). z € X es un punto de acumulacién de

(zn)nen si y solamente si existe una subsucesién de (z,,),en que converge a x.

DEMOSTRACION. Supongamos que # € X es un punto de acumulacién de (z,)pen. Vamos a
construir una secuencia estrictamente creciente (nk)kzl recursivamente.
Como z es punto de acumulacién, para ¢ = 1 existe ny € N tal que d(z, z,,) < & = 1. Supongamos

que hemos definido ny_1, luego para ¢ = % y existird N > nj_; tal que d(z, N) < ¢ = . Definamos

1
-
n = N. De este modo la subsucesion (x,, )r>1 converge a x.

Demostremos la otra direccién. Supongamos que existe una subsucesion (z,, )ren que converge a

x.Seae >0y N € N. Como (z,, )ren converge a z, existe K € N tal que para todo k > K,
d(x,2n,) < €.

Tomando k € N tal que n; > max{N,nk}, tenemos que si definimos m = n; entonces m > N y
d(z, xm) <e. O

Si una sucesion converge, entonces todas sus subsucesiones también convergen.

2.7. Espacios métricos completos

Consideremos una sucesion (2, )nen en un espacio métrico (X, d). La nocién de convergencia que
estudiamos en la seccién anterior requiere conocer cual es el limite de la sucesién. Una pregunta valida
es si es posible dar una nocién de convergencia equivalente a la anterior pero que no haga referencia
explicita al limite.

Veremos que hay una nocién que captura la idea anterior, pero que tan solo es equivalente a la
nocion de convergencia en una clase especial de espacios métricos llamados “completos”, nos referimos

a la nocién de sucesion de Cauchy.

Definicién 2.7.1: Sucesiéon de Cauchy

Sea (X, d) un espacio métrico. Decimos que una sucesién (x,)nen en X es de Cauchy si para

todo € > 0 existe V € N tal que si m,n > N entonces

d(Xp, Tm) < €.
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En otras palabras, para todo valor € > 0 existe un N € N tal que todos los valores de la secuencia
a partir de N estdn mutuamente a distancia a lo méas €. Notemos que esta nocién no hace referen-
cia explicita a un limite, sino que solo dice que asintéticamente los elementos de la sucesion estéan
arbitrariamente cercanos entre si.

Es claro que si (z,,)nen s una sucesion convergente, entonces también es una sucesién de Cauchy.
Sin embargo, existen sucesiones que son de Cauchy y que no son convergentes como muestra el siguiente

ejemplo.

[ Ejemplo 2.7.2 ]

Sea X = Q con la métrica Euclidiana y consideremos la secuencia (x,,)nen donde
| 10"V/2]
B = ———0;
" 10n
Es decir, z,, corresponde a /2 truncado a los primeros n digitos luego de la coma. Claramente
cada z, € Q. Adem4s, si m > n son dos enteros positivos entonces |z, — x,,| < 107", de donde

se deduce que (2, )nen es una sucesién de Cauchy. Sin embargo (2, )nen 10 converge en Q.

El ejemplo anterior da una idea clara de como una secuencia puede ser de Cauchy y no convergente.
En cierto modo, el limite si “existe” pero en un espacio métrico méas grande. Por ejemplo, el limite

anterior existe en R (es v/2) pero no en Q.

Proposicion 2.7.3: Propiedades de secuencias de Cauchy

Sea (X, d) un espacio métrico y (z,)nen una secuencia de Cauchy. Entonces

1. Toda subsucesién de (x,)nen es de Cauchy.
2. La sucesion (x,)nen es acotada, es decir, existe T € X y R > 0 tal que {z,,}nen C
B(z,R).

3. Si (#,)nen admite un punto de acumulacién, entonces converge.

DEMOSTRACION. Como (z,)nen es de Cauchy, para todo € > 0 existe N € N tal que si m,n > N
entonces
AT, Tm) < €.

Si (zn, )ken €s una subsucesién, entonces para € > 0 basta tomar K € N tal que nxg > N y se tendrd
que para todo k, k" > K entonces

d(Tn,, Tn,, ) < €.

Luego (zn, )ken es de Cauchy. Para demostrar que (z,)nen €s acotada, tomemos € = 1. Luego existe
N € N tal que si m,n > N entonces
d(Tp, xm) < 1.

Consideremos la constante,
R = méx{1l,d(zg,zNn),d(z1,ZN),...,d(xN_1,2N)}.
Luego tenemos que para todo n € N d(z,,, Xn) < R, luego
{Zn}nen € B(Xn, R).

Lo cual muestra que (x,)nen es acotada. Finalmente, supongamos que (2, )neny admite un punto de

acumulacién z € X, luego existe una subsucesion (z,, )reny que converge a Z. En particular, para todo
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€ > 0 existe K € N tal que si kK > K entonces

€
2

Por otro lado, como (2, )nen es de Cauchy, existe M € N tal que si m,n > M entonces
€
d(Tp, Tm) < 3

Luego, si tomamos N’ = miax{ng, M}, tenemos que para todo n’ > N’ podemos escoger £ € N tal que
ng > n'. De ese modo,
d(f7 xn’) S d(i‘, xnl) + d(xnw xn’) S

Luego (2, )nen converge a . O

Definicién 2.7.4: Espacio métrico completo

Un espacio métrico (X, d) es completo si toda sucesién de Cauchy (x,,)nen €s convergente.

El Ejemplo muestra que QQ con la métrica Euclidiana no es un espacio métrico completo. Por
otro lado, R con la métrica Euclidiana si es una espacio métrico completo como mostraremos en el

ejemplo siguiente.

Ejemplo 2.7.5: R es completo

R con la métrica Euclidiana es un espacio métrico completo. En efecto, si (2, )neny € R es una
sucesién de Cauchy, entonces por la Proposicién tenemos que es acotada en R y por lo
tanto, acotada inferiormente. En particular

liminf x,, = lim inf z,,
neN neNm>n

existe. De acd se deduce que existe una subsucesién de (2, )nen que converge a liminf, ey zp, y

por lo tanto, como (x,,)nen es de Cauchy, tenemos que converge a liminf,, ey .

[ Ejercicio 2.7.6 ]

Muestre que un conjunto X dotado de la métrica discreta forma un espacio métrico (X, d)

completo.

Ejercicio 2.7.7 |

Considere el conjunto C([0, 1], R) de funciones continuas f: [0,1] — R con la métrica dada por

di(f,g) = / (@) — 9(z)|da.

1. Pruebe que d; es efectivamente una métrica en C([0, 1], R).

2. Muestre que el espacio (C([0,1],R),d;) no es completo.
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[ Ejercicio 2.7.8: Teorema del punto fijo de Banach ]

Sea (X, d) un espacio métrico completo y sea f: X — X una funcién. Se dice que f es contrac-

tiva si existe K € (0,1) tal que para todo z,y € X,

d(f(z), f(y)) < Kd(z,y).

El objetivo de este problema, es mostrar que toda funcién f contractiva admite un tdnico punto
fijo, es decir, un elemento & € X tal que f(z) = Z.
1. Muestre que si una sucesion (z,),ecn de elementos de X converge a € X, entonces la
sucesion (f(zn))nen converge a f(T).

2. Pruebe que para todo x € X y n € N se tiene que
d(f"* (@), f*(x)) < K"d(f(x), ).

3. Muestre que para todo z € X, la sucesién (f™(z))nen es de Cauchy.
4. Por el punto anterior, la sucesién (f™(z))nen converge a un elemento y € X. Muestre
que y es punto fijo de f.

5. Muestre que la funcién f admite un tnico punto fijo.

La completitud es una propiedad muy util, ya que en un espacio métrico completo, para demostrar
que una sucesion converge no se necesita conocer su limite, sino tan solo demostrar que es de Cauchy.
A continuacion veremos dos aplicaciones famosas de la completitud.

Se dice que una secuencia de conjuntos (A, )nen es encajonada si A,,11 C A, para todo n € N.

Ay

FicURrA 3. Esquema representando una secuencia de conjuntos encajonados

Teorema 2.7.9: Teorema de la interseccion de Cantor

Sea (X, d) un espacio métrico. Las afirmaciones siguientes son equivalentes.
1. (X, d) es completo.
2. Toda secuencia encajonada (F,),eny de conjuntos cerrados no vacios tal que
lim,, o, diam(F,,) = 0 tiene interseccién no vacia.

ﬂF,ﬁé@.

neN
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3. Toda secuencia (B(zy, Ry))nen de bolas cerradas encajonadas tal que lim,, o0 R, =0

tiene interseccién no vacia.

() B(zn, Ry) # 2.

neN

DEMOSTRACION. Probemos que (1) implica (2). Supongamos que (X, d) es completo y sea (F,)nen
una secuencia encajonada de cerrados cuyo didmetro converge a 0. Para cada n € N, elegimos un
punto z, € F,. Afirmamos que la sucesién (z,)nen es de Cauchy. En efecto, dado e > 0 como
lim,,—, oo diam(F,,) = 0, existe N € N tal que diam(F,) < € para todo n > N. Luego sim >n > N,

como la secuencia (Fy,),en es encajonada, tenemos que &, T,, € Fy, y luego
d(xp, ) < diam(Fy,) < e.

Por lo tanto (z,)nen es de Cauchy. Como el espacio es completo, tenemos que converge a un valor
7 € X. Probemos que = € (), oy Frn # 9.
En efecto, como los conjuntos son encajonados, la secuencia (2, )n>m < Fi,, luego como F), es

cerrado tenemos que T € F},,. Como esto es cierto para todo m € N obtenemos que
ze () F

Obviamente (2) implica (3), ya que una secuencia de bolas cerradas encajonadas cuyo radio con-
verge a 0 es un caso especial de una secuencia de cerrados encajonados cuyo didmetro converge a
0.

Supongamos (3) y probemos (1). Sea (z,,)recn una secuencia de Cauchy y consideremos la siguiente
subsucesién: para n € N tomamos k, > 0 tal que para todo m,?¢ > k,, se tiene d(x.,,xp) < QH%
Observe que siempre es posible escoger ky, 1 > k. De este modo la secuencia de bolas (B(z,,, 5 ))n>0
es encajonada y la secuencia de sus radios converge a 0. Por hipétesis, existe x € [, oy B(2k,, 2%)
Luego la subsucesion (x,, )xen converge. Por la Proposicién esto implica que (z,,)nen converge.

Luego (X, d) es completo. O

Observacién 2.18. Notemos que si (X,d) es un espacio métrico y (F,)nen €s una secuencia de
conjuntos tales que lim,,_,, diam(F,) = 0 tiene interseccién no vacia, entonces la interseccién contiene
un tnico punto. En efecto, si Z, § son elementos distintos de la interseccién, entonces d(Z, ) > 0. Luego

para todo n € N tendriamos que diam(F;,) > d(Z,y) > 0 por lo cual no podria converger a 0.

Ejemplo 2.7.10

La condicién de que el didmetro de los conjuntos converja a 0 en el teorema de interseccién
de Cantor es importante. En efecto, si consideramos R con la métrica Euclidiana, la secuencia
de cerrados dada por F,, = [n,+o00) para n € N cumple el resto de las hipdtesis pero tiene

interseccion vacia.

[ Ejercicio 2.7.11

Sea Q con la métrica Euclidiana. Construya una secuencia de cerrados no vacios encajonados

cuyo didmetro converja a 0 pero cuya interseccion sea vacia.
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A continuacién demostraremos un teorema que serd muy util en el Capitulo 4 y que depende
fuertemente de la completitud del espacio. Hablamos del teorema de categorias de Baire que permite
describir las intersecciones numerables de conjuntos densos. Este teorema es valido en un contexto
més general que el de espacios métricos y permite definir una “cateogoria” de espacios que tienen el
comportamiento descrito en el teorema.

Daremos una prueba del teorema de Baire en el caso de un espacio métrico completo. Una prueba

en un caso mds general puede encontrarse en (Teorema 2.1 de [Brel0])

Teorema 2.7.12: Baire

Sea (X, d) un espacio métrico completo no vacio y sea (A, )nen una sucesién de conjuntos densos

D= ﬂAn.

neN
Entonces D es un conjunto denso, en particular D # &.

y abiertos. Definamos

DEMOSTRACION. Sea U un conjunto abierto no vacio, luego existe x¢ € U, un radio pg > 0 y una
bola cerrada
B(zo,po) C U.

Inductivamente, para n > 1, podemos encontrar , € B°(Zn—1,pn—1) ¥y pn > 0 tales que p,, < 251 y

B(mnapn) g Bo(xnflypnfl) n An

Como la secuencia (p,,)nen converge a 0, es claro que la secuencia (z,,)nen es de Cauchy. Como X
es completo, ésta converge a un punto T € X.
Sea N € N arbitrario. Como para todo n > N, tenemos que z,, € B°(xn, pn), obtenemos que

Z € B(zn, pn) para todo N € N. En consecuencia € Ay, por lo tanto

j:eA:ﬂAn.

n>1
Ademds T € U. Como U es arbitrario, se sigue que todo abierto intersecta A, luego A es un conjunto
denso O

El teorema de Baire a menudo se utiliza tomando complementos de la forma siguiente

l l

Sea (X,d) un espacio métrico completo no vacio y supongamos que existe una sucesién de

X = UEn

n>1

conjuntos cerrados (E,,),>1 tal que

Entonces existe m € N tal que Int(E,,) # @.

DEMOSTRACION. Supongamos que para todo n € N tal que Int(E,,) = &. Luego 4, = X \ F,, es

un abierto denso. Por el teorema de Baire tenemos que D = () A,, es no vacio, Como

D=X\JE.

n>1

neN

esto contradice la hipdtesis. Obtenemos que existe algiin n € N tal que Int(E,,) # 2. (]
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[ Ejercicio 2.7.14 ]

Sea {L, }nen una coleccién numerable de rectas en R? de la forma
L, = {(z,y) € R? : apz + b,y = 0} para (an,b,) € R?\ {(0,0)}.

Muestre que el conjunto

N =] L,

neN
no puede ser igual a R2.

Indicacion: Muestre que cada recta es un cerrado de interior vacio y aplique el teorema de Baire.

Ejercicio 2.7.15: (dificil) |

Considere a R con la métrica Euclidiana y sea I = [a,b] un intervalo cerrado. Muestre que no

=) dho

neN

es posible escribir

donde {J, }nen es una coleccién numerable de intervalos cerrados no vacios disjuntos a pares.
Indicacion: Separe cada intervalo J,, en su interior y frontera y aplique el teorema de categorias

de Baire en su sequnda forma.

Maés adelante en el apunte mostraremos que todo espacio métrico puede ser visto como un sub-
conjunto denso de otro espacio métrico que es completo. (ver Teorema [3.6.1). Para ello requeriremos

antes estudiar la nocién de continuidad y de isometrias entre espacios métricos.

Ejercicio 2.7.16

Considere los nimeros reales R y la funcién d: R x R — R~ dada por
d(z,y) =le™" —e™Y|.

1. Muestre que d es una métrica.

2. Dado x € Ry R > 0 calcule una expresién para las bolas cerradas B(z, R) y las bolas
abiertas B (z, R).

3. Muestre que los abiertos de R con ésta métrica coinciden con los abiertos de R en la
métrica Euclidiana. Es decir, que son métricas equivalentes.

4. Muestre que el espacio (R, d) no es completo.

Nota: Este ejercicio tiene como consecuencia que la propiedad de que un espacio sea completo

depende de la métrica. No es una propiedad topolégica.

2.8. Espacios métricos compactos

En esta seccién estudiaremos una clase de espacios métricos en los que cualquier sucesién admite
puntos de acumulaciéon. En particular, los espacios pertenecientes a esta clase seran completos.
Antes de dar la definicién de espacio métrico compacto, debemos introducir la nocién de recubrim-

iento de un conjunto por abiertos.
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Definicion 2.8.1: Recubrimiento

Sea (X, T) un espacio topolégico y A C X. Una familia {A;};c; de subconjuntos de X es un
recubrimiento de A si
Acl A
i€l
Un subrecubrimiento de {A;};c; es una subcoleccién {A;};c; de {A;}icr (J C I) tal que
{A;};cs es también un recubrimiento de A.
Se dice que el recubrimiento {A; };¢y es finito si |I] < 0o, y se dice que el recubrimiento {4;};cr

es abierto si cada A; es abierto.

Ejemplo 2.8.2

Consideremos R con la métrica Euclidiana. Para cada n € Z definimos
A,=Mn—-1,n+1).

La coleccién de conjuntos {An},cz es un recubrimiento abierto de R, pues R = (J, ., 4n
y cada A, es abierto. Este recubrimiento no posee subrecubrimientos propios (distintos del
recubrimiento inicial), pues si sacamos el intervalo (m — 1, m + 1) de la coleccidn, la coleccién

resultante ya no recubre R ya que m queda sin cubrir.

Definicién 2.8.3: Conjunto compacto

Un subconjunto K de un espacio topoldgico (X, T) es compacto si todo recubrimiento abierto

de K posee un subrecubrimiento finito.

Se dice que también que un conjunto A es relativamente compacto si A es compacto. Un espacio

topoldgico (X, T) se dice compacto si X es un subconjunto compacto en esa topologia.

Observacion 2.19. De acuerdo al Ejemplo R con la métrica Euclidiana no es compacto.

[ Ejercicio 2.8.4 J

Sea X un conjunto dotado de la métrica discreta. Muestre que K C X es compacto si y

solamente si K es finito.

Ejercicio 2.8.5

Muestre que todo espacio métrico compacto es separable. Para ello considere recubrimientos
del espacio por bolas de radio % para n € N y utilice que una unién numerable de conjuntos

finitos es numerable.

A continuacién probaremos algunas propiedades de los conjuntos compactos.
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Proposicion 2.8.6: Propiedades de compactos

Sea (X, d) un espacio métrico y K C X un subconjunto compacto. Entonces se tiene lo siguiente
1. K es cerrado.
2. K es acotado.

3. Si F' C K es cerrado, entonces F' es compacto.

DEMOSTRACION. Probemos (1). Para ello basta mostrar que X \ K es abierto. si K = X el
resultado es inmediato, supongamos X \ K # @ y sea y € X \ K un punto arbitrario. Para cada z € K,
definimos ¢, = d(z,y). Como x # y, tenemos que 0, > 0 para todo = € K. Luego, {B°(z, %)}gjeK es
un recubrimiento abierto de K.

Como K es compacto, existe n € Ny z1,...,x, € K tales que {BO (wi, %)} . , es también
1€{1,...,n

un recubrimiento abierto de K.

Consideremos el conjunto U = (_, B° (y, 6';1'). El conjunto U es un abierto que contiene a y.

L . ) So,
Ademss, si ¢ € K entonces existe 1 <7 < n tal que x € B° (xi, T’) Luego

0p, = d(y, x;) < d(y,z) +d(x, z;),

esto implica que d(z,y) > 25;;" > 6?, lo que muestra que x ¢ U. Como esto es vélido para todo

x € K, deducimos que U C X \ K. Como y € X \ K es arbitrario, esto muestra que X \ K es abierto.

Probemos (2). Nuevamente si K es vacio el resultado es trivial. Supongamos que K # @. La
coleccién {B°(x,1)}rek es un recubrimiento de K, luego existen z1,...,z, € K tales que

n

K = U B(z;,1).

i=1
Definamos R = 2+ max; jeq1,....n} d(74, 2;). Tenemos que si z,y € K, entonces existen 4,5 € {1,...,n}

tales que d(z,z;) <1y d(y,z;) < 1. Luego

d(z,y) < d(z,2;) + d(xi, 75) + d(xj,y) <2+ d(zi,z5) <R

Luego, si 29 € K, tenemos que K C B(xo, R).

Probemos (3). Sea FF C K un conjunto cerrado. Sea {U;};er un recubrimiento abierto de F.
Observe que {X \ F'} U {U,}ier es un recubrimiento abierto de K. Como K es compacto, existe un
subrecubrimiento finito {X \ F'} U {U;};es de K. Esto implica que {U,},es es un subrecubrimiento
finito de F'. Luego F' es compacto. U

Observacién 2.20. En el caso de un espacio topolégico arbitrario, no es verdad que los conjuntos
compactos sean cerrados. Por ejemplo, si X = {a,b} y T = {&, {a}, X} entonces K = {a} es compacto
(todo recubrimiento de abiertos admite un subrecubrimiento finito) pero no es cerrado pues X\ K = {b}
no es abierto. Sin embargo, si el espacio topoldgico es de Hausdorff, entonces si es cierto que todo

conjunto compacto es cerrado.

| Ejemplo 2.8.7 |

Consideremos X = R con la métrica discreta. Entonces X es un conjunto cerrado y acotado

pero no es compacto, ya que el recubrimiento abierto {{z}}.cr no admite subrecubrimientos
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finitos (si se saca algin abierto, ya no recubre). Luego no es verdad que los conjuntos cerrados

y acotados sean compactos.

Proposicion 2.8.8

Sea (X,T) un espacio topolégico. Tenemos que K C X es compacto si y solo si para toda

coleccién {F;}ier de cerrados con F; C K tales que
m Fi = ®7

existe n € Ny Fy,..., F, € {F;}icr1, tales que

n
ﬂ F=0.
o=l

DEMOSTRACION. Supongamos que K es compacto. Sea {F;};c; una coleccién de cerrados en K
tales que (,c; F; = @. Esto implica que K C | J,o; X\ Fi y por lo tanto { X'\ F; };c; es un recubrimiento
abierto de K. Por compacidad de K, existe n € Ny X \ Fj,,..., X \ F;, € {X \ Fi}ie1, tales que
K C U?:l X\ F;,. Tomando complementos obtenemos que X \K D ﬂ;;l F;;. Como cada F; esta
contenido en K, esto muestra que ﬂ?zl F, =02

Supongamos que K C X satisface la propiedad del enunciado, y sea {U;}ic; un recubrimiento
abierto de K. Esto implica que {K \ U;}icr es una coleccién de cerrados tales que (,c; K \ U; = @.
Luego, existe n € Ny Uy,,...,U;, € {U;}icr, tales que

n

E\U, =2.

Jj=1

De ahi se deduce que {Jj_, U;; 2 K. Luego K es compacto. O

La propiedad anterior se suele conocer como propiedad de intersecciones finitas. Usualmente
se utiliza el converso, es decir, si tengo un conjunto compacto y una colecciéon de conjuntos cerrados
tales que la interseccién de cada subcoleccidn finita es no vacia, entonces la interseccion de todos ellos

es no vacia.

[ Ejercicio 2.8.9 ]

Utilice la proposicién anterior para demostrar que si (X, 7) es un espacio topoldgico compacto
y (Frn)nen es una sucesion de cerrados encajonados de interseccién vacia, entonces existe k € N
tal que F, = @.

[ Ejercicio 2.8.10 ]

Sea (X, d) un espacio métrico y considere (K, ),en una sucesién de conjuntos compactos enca-
I €

jonados. Suponga que A C X es un conjunto abierto tal que

ﬂKngA.

neN
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1. Muestre que existe n € N tal que K,, C A (atencién al caso donde A = @!).
2. Muestre con un contraejemplo que el resultado anterior es falso si (K,),en consiste en

conjuntos cerrados (no necesariamente compactos).

[ Ejercicio 2.8.11 ]

Sea (X, d) un espacio métrico.
1. Muestre que si toda bola cerrada en (X, d) es compacta, entonces X es completo.
2. Muestre que el converso es falso, es decir, que hay espacios métricos completos donde

hay bolas cerradas que no son compactas.

Todo espacio métrico compacto es completo.

DEMOSTRACION. Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Por el Ejerciciom si (F,)nen €s una
sucesién de cerrados encajonados no vacios, entonces su interseccién es no vacia. Por el Teorema

obtenemos que X es completo. O

2.9. Espacios secuencialmente compactos

A continuacién caracterizaremos los espacios métricos compactos mediante sucesiones. Para ello,

daremos la siguiente definicién.

Definicién 2.9.1: Conjunto secuencialmente compacto

Sea (X, d) un espacio métrico. Decimos que K C X es secuencialmente compacto si toda

sucesién (z,)nen con valores en K admite un punto de acumulacién.

Diremos que un espacio (X, d) es secuencialmente compacto si X es un conjunto secuencialmente
compacto.

Mostraremos que en un espacio métrico un conjunto es compacto si y solamente si es secuencial-
mente compacto. Para ello deberemos introducir la nociéon de niimero de Lebesgue de un recubrimiento

y probar un par de lemas.

Definicién 2.9.2: niimero de Lebesgue

Sea (X,d) un espacio métrico y {U;};cr un recubrimiento abierto de un conjunto K C X.
Decimos que d es un nimero de Lebesgue de {U; };¢cs si para todo z € K existe i € I tal que
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Lema 2.9.3: Existencia del nimero de Lebesgue

Sea (X, d) un espacio métrico secuencialmente compacto. Entonces todo recubrimiento abierto

de X admite un niimero de Lebesgue.

DEMOSTRACION. Probaremos este lema por contradiccién. Para esto, supongamos que existe un
recubrimiento abierto {U;}ier de X tal que para todo § > 0, existe una bola de radio igual a § que
no estd contenida en ningin U;. Luego, para todo n > 1 existe x,, € X tal que la bola B(x,, %)
no estd contenida en ningtin abierto del recubrimiento. Por hipétesis, la sucesién (z,)nen posee una
subsucesién (z,, )ren convergente a un elemento Z € X. Como {U;};cr es un recubrimiento de X,
existe ¢ € I tal que T € U;, y como U; es abierto, existe 6 > 0 tal que B°(Z,d) C U;.

Ya que la sucesién (z,, )ren converge a Z, existe K € N tal que para todo k > K,
of_ 0
Ty, €8 x,§ cU;.
1

Esto implica que para k suficientemente grande (tal que nik < g), la bola de centro z,, y radio o

estd contenida en U;, lo cual no puede ocurrir dada la eleccién de (z,,)nen- O

Definicién 2.9.4: Espacio totalmente acotado

Decimos que un espacio métrico (X,d) un conjunto K C X es totalmente acotado si para
todo § > 0, se puede recubrir K con un numero finito de bolas abiertas de radio d y centro en
K.

Lema 2.9.5: Los espacios secuencialmente compactos son totalmente acotados

Sea (X, d) un espacio métrico y sea K C X secuencialmente compacto. Entonces K es total-

mente acotado.

DEMOSTRACION. Si K = @ el resultado es trivial. Supongamos que K # & no es totalmente
acotado, luego existe 6 > 0 tal que K no puede recubrirse con una cantidad finita de bolas de radio
d con centro en K. Sea xy € K, por hipétesis existe 1 € K \ B°(zg, ). Nuevamente, por hipéGtesis
podemos escoger x2 € K \ (B°(x0,0) U B°(x1,0)) y repetimos el procedimiento anterior tomando
T, € K\ U;:()l B°(xj,0). De esta manera, obtenemos una sucesion (z,)nen de elementos de K tal
que d(Zp,xy,) > 0, para todo par distinto de n,m € N. Por hipétesis, (z,)nen posee una subsuce-
sién convergente (y, )x>0. Luego, para k suficiente grande, d(zy, ,2n,,,) < 37 lo que contradice la

construccién de (x,,)nen- H

Teorema 2.9.6: Teorema de Bolzano-Weierstrass

Sea (X,d) un espacio métrico y K C X. Entonces K es compacto si y solamente si K es

secuencialmente compacto.

DEMOSTRACION. Supongamos que K es compacto y consideremos (Z,)nen una sucesién de ele-

mentos de K. Para cada n > 0 definimos el conjunto

F, ={ap:k>n}.
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Notemos que {F), }en es una secuencia de conjuntos cerrados, encajonados y no vacios. Por el Ejerci-
cio[2.8.9 deducimos que existe x € [,y

y d(z, xm,, ) < 1/n. Luego (zm, )nen es una subsucesiéon convergente de (2, )nen.

F,,. Luego para todo n > 0, existe m,, € N tal que m,, > m,,_1

Supongamos ahora que K es secuencialmente compacto. Sea {U; };e; un recubrimiento abierto de
K. El Lema implica que existe 6 > 0 tal que para todo = € K, existe i, € I tal que B°(z,0) C U,,.
El Lema implica que existen n € Ny z1,...,z, € K tales que K C U?:1 B(xzj,6) C U?:1 Ui,

Luego, {Uizj }7_, es un subrecubrimiento abierto de {U; }ic1, lo que prueba que K es compacto.  [J

Observacion 2.21. El resultado anterior utiliza fuertemente el hecho de que X es un espacio métrico.
Las definiciones anteriores se pueden generalizar para espacios topologicos. En ese contexto se puede de-
mostrar que todo espacio topoldgico secuencialmente compacto es compacto, pero que existen espacios
compactos que no son secuencialmente compactos. Por ejemplo el espacio {0,1}* = {f: R — {0,1}}
con la topologia donde un conjunto es abierto si se puede escribir como unién de conjuntos de la forma

Ur, donde F C R es un subconjunto finito, p: ' — {0,1} y se tiene que
Upp ={f € X: f(z) =p(x) para todo € F.}

Se puede demostrar que {0, 1}* es compacto para esa topologia (llamada topologia producto) pero

no secuencialmente compacto.

Observacién 2.22. Clésicamente, el teorema de Bolzano-Weierstrass tan solo dice que un subconjunto
de R™ con la métrica Euclidiana es secuencialmente compacto, si y solamente si es cerrado y acotado.
Miés adelante veremos el teorema de Heine-Borel (Corolario7 que dice que los conjuntos cerrados
y acotados de R™ son compactos. Luego el Teorema [2.9.6] implica el resultado cldsico de Bolzano-

Weierstrass.

Finalmente, daremos una ultima caracterizacién de los conjuntos compactos.

Teorema 2.9.7: Caracterizacion de compacidad

Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces X es compacto si y solamente si X es completo y

totalmente acotado.

DEMOSTRACION. Supongamos que X es compacto. Ya mostramos en el Corolario que X es
completo. Por el Teorema X es secuencialmente compacto, luego por el Lema obtenemos
que es totalmente acotado.

Supongamos ahora que X es completo y totalmente acotado. Por el Teorema[2.9.6] basta demostrar
que es secuencialmente compacto. Lo haremos mediante un argumento diagonal. Sea {z,},cn una
sucesién en X y para k € N definamos ng ; = k.

Como X es totalmente acotado, existe una cantidad finita de bolas de radio §; = % que recubren

X. Luego existe una de ellas tal que existe un subconjunto infinito
{nio<nii<niz...} C{nortren =N

tal que x,, , estd en esa bola para todo k& € N. Consideremos la subsucesién (xm,k)keN de (zo,k)keN

y notemos que diam({zy, , }ren) < 1. Sea m > 2, y supongamos que hemos definido una sucesion

1

(fcnm,l,k)kew Como X es totalmente acotado, existe una cantidad finita de bolas de radio §,, = oT™

que recubren X. Luego existe una de ellas tal que existe un subconjunto infinito

{nm,O < Nim,1 < Nm,2 .. } c {nmfl,k}kGN
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tal que x,,, , estd en esa bola para todo k € N. Definimos la subsucesién (2, , Jren de (Zn,,_, ;. )ken

k
. ; 1
y notemos que diam({z,,, , fren) < 5.
Ahora definiremos una sucesion utilizando la diagonal de coleccion {anm_, . Jm>1,keN COMO Se mues-

tra en el esquema siguiente:

{xo,k}keN = |%0,0 Zo,1 Zo,2 20,3
{Il,k}keN = Z1,0 T1,1 Z1,2 €1,3
{x2,k}k€N = 20 Z2,1 Z2,2 x2.3
{$3,k}keN = 3,0 31 3,2 x3.3

Es decir, definimos (zj x)r>1 ¥y notamos que es una subsucesién de (2, )nen. Ademds, sim € Ny
£ > m entonces x¢ ¢ € {Zn,, , fren, luego para todo £, ¢ > m tenemos que
d(zge,ze ) < —.
m
De donde se desprende que (xy x)r>1 es de Cauchy. Como X es completo concluimos que converge.

Por lo tanto X es secuencialmente compacto. O

[ )

Sean a < b nimeros reales. Entonces el intervalo cerrado [a,b] con la métrica Euclidiana es

compacto.

DEMOSTRACION. Como R es completo, entonces [a,b] también es completo. Es facil probar que
[a, ] es totalmente acotado. Por el Teorema obtenemos que es compacto. O

Ejercicio 2.9.9: Compacidad de la bola unitaria en espacios vectoriales

Sea E un espacio vectorial normado sobre R. El objetivo de este problema es mostrar que la
bola cerrada de radio 1 y centro 0 es compacta si y solamente si la dimensién de F es finita.
1. Sea F' un subespacio vectorial cerrado propio (F' # E) de E. Muestre que existe g € F
tal que [lzof| =1y
, para todo y € F.

DN | =

2o —yll =

2. Deduzca del punto anterior que si E no es de dimensién finita, entonces existe una

sucesién (2, )nen de elementos de E tal que para todon € N, ||z, || =1y [|zp—am| > 3

para todo m € N con m # n. Indicacion: Defina iterativamente una secuencia de

subespacios cerrados (F,)nen de dimensién n, donde x, se obtiene a partir de F,
usando el punto anterior, y el espacio Fj,+1 es el subespacio generado por F,, y .

3. Concluya que la dimensién de E es finita si y solamente si la bola cerrada de radio 1 y

centro 0 es compacta.
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2.10. Meétricas equivalentes

En esta seccién estudiaremos la nocién de equivalencia de métricas. Recordemos que toda métrica
induce una topologia. Si tan solo nos interesamos en las propiedades que dependen de los conjun-
tos abiertos, como por ejemplo la convergencia de sucesiones (en un espacio topolégico Hausdorff),

podriamos considerar que dos métricas son “equivalentes” si generan los mismos conjuntos abiertos

Definicién 2.10.1: Métricas equivalentes

Sean dy y do dos métricas definidas sobre el conjunto X. Se dice que dy y do son métricas

equivalentes si los abiertos de los espacios métricos (X, d;) y (X, ds) coinciden.

| Ejemplo 2.10.2 |

Sea X = R, d la métrica Euclidiana y d’ la métrica discreta. Los subconjuntos de R que
contienen solo un elemento son abiertos en (R,d’), pero no lo son en (R, d). Luego, d y d’ no

son métricas equivalentes.

Proposicion 2.10.3: Caracterizacion de equivalencia de métricas

Sean d; y do dos métricas definidas sobre X. Las métricas d; y dy son equivalentes si y solo si
toda bola abierta de (X, d;) contiene una bola abierta de (X, ds), y toda bola abierta de (X, ds)

contiene una bola abierta de (X, d).

DEMOSTRACION. Sea z € X y R > 0. Llamaremos B (z,R) y BS(z, R) a las bolas abiertas de
centro x y radio R en (X, dy) y (X, ds) respectivamente.

Supongamos que d; y da son equivalentes. Entonces BY (z, R) es un abierto en (X, dz). Esto implica
que existe € > 0 tal que B3(z,¢) C B} (z, R). De manera andloga, deducimos que existe ¢ > 0 tal que
By (z.¢') C By(x. R).

Supongamos ahora que las bolas abiertas en (X, d;) contienen bolas abiertas en (X, ds) y viceversa.
Sea U C F un abierto en (X,d;). Luego, para todo z € U existe e > 0 tal que By (z,e) C U. Por
hipdtesis, esto implica que existe &’ > 0 tal que BS(z,&’) C BY(x,e) C U. Luego, U es abierto en

(X, ds). De manera andloga se prueba que los abiertos de (X, ds) son también abiertos de (X,d;). O

[ Ejercicio 2.10.4 ]

Sean d; y ds métricas equivalentes en X.
1. Sea (zy)nen una sucesién en X. Pruebe que (x,)nen converge con respecto a dy siy
solo si (zy,)nen converge con respecto a ds.

2. Sea K C X. Pruebe que K es compacto en (X, d;) si y solo si K es compacto en (X, ds).
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[ Ejercicio 2.10.5 ]

Sea (X, d) un espacio métrico. Definimos para cada x,y € X

d(z,y) = min{1,d(z,y)}.
1. Pruebe que d es una métrica en X.
2. Pruebe que d y d son métricas equivalentes.

3. Es (X, d) un espacio métrico acotado?

El ejercicio anterior muestra que si bien la equivalencia de normas preserva nociones como la
convergencia, no preserva nociones finas de la métrica, tales como los conjuntos acotados. Hay una

nocién mas fuerte que si preserva los conjuntos acotados llamada equivalencia fuerte de métricas.

Definicién 2.10.6: Métricas fuertemente equivalentes

Sean dy y do dos métricas definidas sobre el conjunto X. Se dice que dy y do son métricas

fuertemente equivalentes si existen constantes a, 5 > 0 tales que para todo x,y € X

ady (z,y) < da(z,y) < Bdi(z,y).

[ Ejercicio 2.10.7 ]

Muestre que las métrica del Ejercicio [2.10.5| no son fuertemente equivalentes.

Ejercicio 2.10.8 ]

Sea X un conjunto. Muestre que si dj, dy son métricas fuertemente equivalentes en X entonces

A C X es acotado en (X, d;) si y solamente si A es acotado en (X, ds).

Consideremos ahora el caso especial de un espacio vectorial E sobre K = C o R, con norma | - ||.

Recordemos que la métrica definida por la norma || - || estd dada por

dj.(z,y) = ||z — y||, para todo z,y € E.

Definicién 2.10.9: Equivalencia de normas

Sea E un espacio vectorial sobre K = R o C, y sean || - |1 ¥ || - ||2 dos normas sobre E. Se
dice las normas || - |1 y || - || son equivalentes, si las métricas definidas por estas normas son
equivalentes.

Es importante destacar que la equivalencia de normas es una relacién de equivalencia en el espacio

de todas las normas.
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Proposicion 2.10.10: Caracterizaciéon de la equivalencia de normas

Sea E un espacio vectorial sobre K =R o C, y sean || - |1 v || - ||2 dos normas sobre E. Las
normas |- ||z v || - ||2 son equivalentes si y solo si existen constantes a, 8 > 0 tales que para todo
z € E, afzll < [lz]lz < Bl

DEMOSTRACION. Dado x € E'y R > 0 llamaremos B} (z, R) y B3(z, R) a las bolas abiertas de
centro z y radio R en (X, [||[1) ¥ (X, ||||2) respectivamente.
Supongamos que las dos normas son equivalentes. Luego, la bola B7 (0, 1) es un abierto en (E, dj.|, ).

Por lo tanto, existe ko > 0 tal que
B3(0,ks) € BS(0,1) € By(0,1).
Como la adherencia de BS(0, k2) es igual a Bs(0, k), tenemos que
B5(0,ks) C B1(0,1).

Esto implica que By(0, R) C B1(0, Rky), para todo R > 0. Por lo tanto, para todo x € E se tiene

[lz]l1 < k2||z||2- De igual forma se prueba la otra desigualdad.

Supongamos que existen k1, ke > 0 tales que para todo z € E, |||l < ki|lz|l1 ¥ ||z]|1 < ka||z]|2-
Esto implica que si [|z]a < &, entonces ||z]|; < R. Luego, B5(0, &) € B?(0, R). como la bola
centrada en = y de radio R es una traslacién de la misma bola centrada en 0, tenemos que para todo

reFyR>0,
R
B3 (x,) C Bi(z, R).
ko

Esto prueba que toda bola abierta de (E,d.,) contiene una bola abierta de (E,d).,). De manera
andloga se prueba que toda bola abierta de (E,d).|,) contiene una bola abierta de (E,d.|,), con lo

que se tiene la equivalencia de las normas. O

Observacion 2.23. Lo anterior nos dice que en el caso de las normas, si las métricas inducidas son

equivalentes, entonces son automaticamente fuertemente equivalentes.

Algo particularmente interesante ocurre en el caso de espacios vectoriales normados de dimensién
finita, donde todas las normas son equivalentes de manera automatica. Referimos al lector al inicio del

capitulo 5 para nociones basicas sobre espacios vectoriales.

Teorema 2.10.11: Equivalencia de normas en dimensién finita

Sea E un espacio vectorial de dimension finita sobre R. Todas las normas sobre E son equiva-

lentes.

DEMOSTRACION. Procederemos por induccién. Sea n = dim(E). Sin =0 o n = 1 el resultado es
trivial. Sea n > 1 y supongamos que el resultado es cierto para todo espacio vectorial de dimensién a
lo més n — 1.

Sea B = {ey,...,e,} una base de E. Para © € F existe una unica escritura en la base, es decir,
de la forma z = )", A\i(x)e;. Definimos

= A Ai()].
Iels = _mix A(x)
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Notemos que ||-||g es una norma en F, més aun, es una norma que hace de E un espacio vectorial
normado completo. Consideremos otra norma ||-|| en E. Como la equivalencia de normas es relacién
de equivalencia, basta que probemos que ||-|| es equivalente a ||| 5.

En efecto, una desigualdad es sencilla. Notemos que para todo x € F

n
z|| < Ai(@)]]|es]] £ n mé €; x| B.
=1 < 3 ol < s e ) Il

Para la otra desigualdad, supongamos por contradiccién que no existe constante C' > 0 tal que

Cllz||p < ||z|| para todo x € E. eso significa que para todo k > 1 existe z; € E tal que

[kl
k

Sea para cada k > 1, sea i(k) € {1,...,n} tal que ||k = |Ajx)(zx)|. Como hay finitas posibili-

> |zl

dades, existe i € {1,...,n} tal que la igualdad anterior ocurre para infinitos valores de k. Sin pérdida
de generalidad (cambiando el orden en la base) podemos suponer que ocurre para i = n. Consideremos

entonces una subsecuencia (z,, )m>o tal que i(k,,) = n para todo m > 1.
LTk (m)
Ik m)ll B
(Ym)m>1 cumple lo siguiente para todo m > 1:

Defina y,, = u con u € {—1,1} de modo tal que A, (ym) = 1. De este modo la secuencia

L ymlls = 1.

2. An(ym) = 1.

3. Mlymll < oy lymllz = 50y
Por la tercera desigualdad, tenemos que ||y;, || converge a 0, por lo tanto la secuencia (Y, )m>1 converge
a 0. Notemos que si defino w,, = y,, — e,, entonces w,, pertenece al subespacio vectorial V' generado
por by,...,b,_1. De acd obtenemos que

2

min{k(i), k(j)}
De donde se obtiene que la secuencia (w,,)men es de Cauchy con respecto a la norma ||-|| restringida
aV.

Como dim(V) = n — 1, por induccién sabemos que la restriccién de |-||z a V y de |-|| a V son

[wi = wjll = ([ (wi + en) = (wj + en)l| < flyll + lly;ll <

equivalentes. Luego existe D > 0 tal que para todo v € V, |jv|| < D|lv||p. De acd obtenemos que la
secuencia (W, )men €s también de Cauchy con respecto a la norma ||-|| g restringida a V.

Como V es completo con la restriccién de ||| g, obtenemos que la secuencia (wy,)men converge
con respecto a esa norma. Es decir, existe w € V tal que ||w,, —w| g converge a 0 cuando m — oo.
De aca obtenemos que

lim |lw, —w|| < lim D|wy, —w||z = 0.
m—r00

m— o0
Luego (wm)men converge también a w con respecto a la norma ||-||. De lo anterior se obtiene que
[w+enll = llw—w; +w; + en| < |lw—w;| + llwj + enl|.
Como el lado derecho converge a 0, obtenemos que w = —e,, lo cual no puede ocurrir pues w € V' y
en ¢ V. Esto genera una contradiccién. o

Observacion 2.24. La prueba anterior sigue siendo valida en cualquier espacio vectorial normado so-
bre un cuerpo con una valuacién que lo haga completo. En particular es valido para espacios vectoriales
sobre C.
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Ejercicio 2.10.12

Complete la prueba anterior. Sea B = {ej,...,e,} una base de un espacio vectorial E sobre
R. Para x € E existe una tnica escritura en la base, es decir, de la forma z = > | \;(2)e;.
Definimos

= mix |\(z)].
lels = _mix [ (a)

Pruebe que ||| g es una norma en F, més aun, es una norma que hace de E un espacio vectorial

normado completo.

2.11. Productos de espacios métricos

Sea m > 1 un entero positivo y sean (Xi,d1),...,(Xn,d,) espacios métricos. Consideremos el

producto cartesiano
n
X = HXj ={(z1,...,zn) 1 z; € X;, paratodo 1 < j <n}.
j=1

Para z = (z1,...,2,) e y = (y1,.-.,Yn) en X, se definen las funciones
5oo(x,y) :mé'x{dl(xhyl)v R dn(xnayn)}

Sa(x,y) =v/(di(21,22))> + -+ + (dn (20, Yn))?
51(1'7?4) :dl(xlyyl) +- dn(xvuyn)

[ Ejercicio 2.11.1 ]

Sea n > 1 un entero positivo y sean (Xi,d1),. .., (X,,d,) espacios métricos y X = H?:l X, su
producto cartesiano. Pruebe que
1. 61, 92 y 0o son métricas en X.

2. Las métricas d1,02 y 0o son equivalentes.

Ejercicio 2.11.2

Suponga que X; = Ry que d; es la métrica Euclidiana en R, para todo 1 < j < n. Qué espacios

métricos se obtienen en este caso con las métricas d1, 0o y 000 ?

Proposicion 2.11.3: Producto finito de compactos es compacto

Para cada 1 < j < n, sea (X;,d;) un espacio métrico y A; C X; un compacto. Considere el

conjunto

A= HAj:{(:zzl,...,xn):xj € A, para todo 1 < j < n}.
j=1

Entonces A es compacto en X respecto a cualquiera de las métricas d1, o, 0o

DEMOSTRACION. Dado que dos métricas equivalentes admiten los mismos conjuntos compactos,

basta probar el resultado para ¢;.



2.11. PRODUCTOS DE ESPACIOS METRICOS 49

Procedamos por induccién. Sin = 1 el resultado es trivial. Supongamos que el resultado es valido
para n — 1, luego H?:ll A; es compacto para la métrica ¢;.

Sea {(2%,...,2%)}ren una sucesién de elementos de A. Por hipétesis inductiva, H;fll A; es com-
pacto y luego existe una subsucesion {(z+, ..., 2% V}en de {(2¥,..., 25 ) }ren convergente a algin
(Z1,...,Tp-1) € H;L;l Aj. Por otro lado, la compacidad de A,, asegura que (zF¢)scn también posee

una subsucesién convergente. Luego, podemos escoger {mo < mq < ...} C {k¢}sen de manera que
n=1
m m ’ — —
{(z7", ..., 21" ) been converge a algin (Z1,...,Tp—1) €n H Aj,
Jj=1

{2} ey converge a algln T, en A,

De aqui se deduce facilmente que {(z]",..., 2" }yen converge a (Zy,...,Tp) en A con respecto a la

métrica ;. O

Un corolario del resultado anterior es el teorema de Heine-Borel que caracteriza los conjuntos

compactos de R™ con respecto a la métrica Euclidiana (o alguna métrica equivalente)

[ ]

Sea n € N y consideremos R™ con la métrica Euclidiana. Un conjunto K C R"™ es compacto si

y solamente si es cerrado y acotado.

DEMOSTRACION. Para cada 1 < j < n, sean a; < b; en R. Considere el conjunto

n

I =TJlaj,b;] CR™
j=1
Por el Corolario tenemos que para cada j € {1,...,n} el intervalo [a;, b;] es compacto. Luego
por la Proposicién [2.11.3]y el hecho que 2 = da en R™, obtenemos que I es compacto.
Ya sabemos que los compactos son cerrados y acotados. Si K es un cerrado y acotado en R™,
entonces existe un conjunto I como arriba tal que K C I. Como los subconjuntos cerrados de un

compacto son compactos, concluimos que K es compacto. (|

Uno podria preguntarse que pasa con un producto infinito de espacios métricos compactos. En este
caso no es siempre posible definir una métrica en el producto, pero si se puede definir una topologia
llamada topologia producto.

Sea {(X;,Ti)icr} una coleccién de espacios métricos compactos. La topologia producto en

[I;c; Xi es la generada por la base de abiertos Ur,y donde F' es un subconjunto finito de I, y
V= Vi)ier
es una funcién que a cada i € F asigna un abierto V; de la topologia 7; y

Upyv ={z € ]._.[Xi : paratodo i € F,z; € V;}.

el

Ejercicio 2.11.5

En el caso de un producto finito de espacio métricos, muestre que la topologia producto coincide

con la topologia generada por alguna de las métricas 1,02 0 do. Luego es metrizable.
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Se puede demostrar que con la topologia producto el espacio [],.; X; es compacto, pero este es

iel
un resultado no trivial que depende de un enunciado un poco mas débil que el axioma de eleccién
(ver Definicién para una hacerse una idea de que significa esto). Este resultado se denomina

teorema de Tychonoff. Una demostracién puede encontrarse en [Dug66] (Teorema 1.4, pag 224).

2.12. Dimensién topolégica

A un espacio vectorial se le puede asociar una nocién de dimensién que corresponde al cardinal
de una de sus bases. Es interesante preguntarse si existe una nocién de dimensién que tenga validez
para espacios métricos, o mas generalmente para espacios topoldgicos. En esta seccién estudiaremos
una nocién especifica de dimensién que se le puede asociar a un espacio topolégico, y que tiene la
propiedad que R™ con la métrica Euclidiana tiene dimension n. Mas adelante mostraremos también
que esta nocion es invariante bajo isomorfismos entre espacios métricos.

Para introducir ésta nocién debemos trabajar un poco més la nocién de recubrimiento.

Definicién 2.12.1: Refinamiento de una colecciéon de conjuntos

Sea U = {U;}ier una coleccién de conjuntos. Decimos que otra coleccién de conjuntos V =

{V;};es es un refinamiento de U si para todo j € J existe ¢ € I tal que V; C U;.

En otras palabras, V es un refinamiento de U si todo conjunto de V esta contenido en algin

conjunto de U.

Ejemplo 2.12.2 ]

Consideremos U = {0, 2|1, 3], [2,4]}. Entonces V = {[0, 1], [1, 2], [2, 3], [3,4]} es un refinamiento
de U.

Definicion 2.12.3: Orden de un recubrimiento

Sea (X, T) un espacio topoldgico, y U = {U,};c; un recubrimiento de X. El orden ord(lf) del
recubrimiento U es el minimo entero no negativo m tal que cada z € X pertenece a lo sumo a

m conjuntos de U.
ord(U) = sup {i € I : x € U;}|.
zeX

Si tal nimero no existe, diremos que el orden del recubrimiento es +oc.

De manera equivalente, el orden de un recubrimiento U = {U; }icr es el minimo m € N tal que

para toda tupla de indices ¢1,...,%,+1 distintos se tiene que

Uilﬂl/{i2ﬂ-~-ﬂui = J.

m+1

Es decir, ningiin punto pertenece simultdneamente a m + 1 conjuntos distintos.

| Ejemplo 2.12.4 |

Consideremos U = {[0, 2][1, 3], [2,4]}. Entonces V = {[0, 1], [1, 2], [2, 3], [3,4]} es un refinamiento
de U.
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AN
~
AN

~

g g

Ficura 4. El recubrimiento del cuadrado de la izquierda tiene orden 4 ya que el
origen pertenece a todos los conjuntos. En la derecha vemos un refinamiento de éste
con orden 3.

Definicién 2.12.5: Dimensién topolégica

Sea (X, T) un espacio topolégico. Su dimensién topolégica o Dimensién de cubrimientos
de Lebesgue dim(X,T) es el minimo entero n tal que todo recubrimiento finito abierto U de
X admite un refinamiento abierto finito de orden a lo més n + 1.

Si tal niimero n no existe, diremos que la dimension topoldgica de X es infinita.

[ Ejercicio 2.12.6 ]

Muestre que un espacio topoldgico tiene dimension 0 si y solamente si todo recubrimiento finito

abierto admite un subrecubrimiento finito por conjuntos abiertos disjuntos a pares.

[ Ejercicio 2.12.7 ]

Sea C C [0,1] el conjunto de Cantor definido en el Ejercicio [2.5.16{ Muestre que dim(C) = 0.






Capitulo 3

Continuidad en espacios métricos

El objetivo de este capitulo es extender la nocién de funcién continua que conocemos para fun-
ciones f: R — R a funciones entre dos espacios métricos arbitrarios. Estudiaremos varias definiciones

equivalentes de continuidad y sus relaciones con las propiedades topolégicas del espacio.

3.1. Funciones continuas

Definicion 3.1.1: Continuidad

Sean (X,dx) y (Y,dy) dos espacios métricos. Una funcién f: X — Y es continua en xg € X

si para todo £ > 0 existe § > 0 tal que para todo x € X tal que dx(x,zo) < d, entonces

dy (f(z), f(zo)) < e.

Se dice que f es continua si es continua en todo zy € X.

En términos formales, f: X — Y es continua en xg si
Ve > 0,30 > 0,Vz € X[dx(x,20) <6 = dy(f(x), f(zo)) <g].

También puede serle 1itil considerar la negacién de la continuidad. Una funcién f: X — Y no es
continua en xg € X si existe un valor € > 0 tal que para todo § > 0 se puede encontrar x5 tal que
dx(zs,x0) < & pero dy (f(zs), f(zg)) > e. Es decir,

Je > 0,V0 > 0,3z5 € X[dx(xs5,20) < 0 Ady(f(zs), f(z0)) > €]
Observacién 3.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Si decimos que una funcién f: X — R es continua,

estaremos considerando a R equipado con la métrica euclidiana (a menos que se diga otra cosa). En

este caso, f es continua en x € R si para todo € > 0 existe § > 0 tal que

d(z,y) <6 = [f(z) - f(y)| <e

Proposicién 3.1.2

Sea (X,d) un espacio métrico y A C X un subconjunto no vacfo. Definimos la distancia al
conjunto A como una funcién f: X — R por
£(@) = d(z, 4) = inf d(z,y).
yEA

Entonces la funcién f es continua.

DEMOSTRACION. En efecto, sean z¢p € X y € > 0. Por definicién de infimo, existe y € A tal que
€
d(xo,y) < d(wo, A) + 5

53
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Sea § = 5. Para z € B(z,d) tenemos que
f(z) = d(z,A) < d(z,y) < d(z,20) + d(wo,y) < € + d(w0, A),
lo que implica
(3.1) f(z) = flao) < e
Por otro lado, aplicando la definicién de infimo a d(z, A), tenemos que existe y € A tal que
d(z,y) < d(z,A) + %
De esta forma obtenemos que
f(x0) = d(zo, A) < d(wo,y) < d(wg,2) +d(2,y) < e+ d(z, A),
lo que implica
(3-2) flxo) = fz) <e.
De y deducimos que |f(z) — f(z)] < e. O

[ Ejercicio 3.1.3 ]

Sean (X1,d1), (Xa,d2) v (X3,ds3) tres espacios métricos. Considere X; x X5 equipado con
cualquiera de las tres métricas definidas para el producto. Pruebe que f: X7 x Xo — X3 es

continua en (z1,x2) € X7 x X si y solo si para todo € > 0 existe § > 0 tal que

di(z1,y1) <0, da(xa,y2) <6 = d3(f(z1,22), f(y1,42)) <e.

La continuidad también puede caracterizarse sin hacer llamado explicito a la métrica y solo uti-
lizando la nocién de conjunto abierto. De hecho, es de esta manera que se definen las funciones continuas

en un espacio topoldgico.

Proposiciéon 3.1.4: Continuidad en términos de abiertos

Sean (X,dx) e (Y,dy) dos espacios métricos. La funcién f: X — Y es continua si y solo si
para todo abierto U C Y se tiene que f~1(U) C X es abierto.

DEMOSTRACION. Supongamos que f es continua. Sea U C Y un abierto. Si f~1(U) es vacio,
entonces f~1(U) es abierto. Supongamos entonces que f~!(U) es no vacio y sea x € f~1(U). Esto
significa que f(z) € U. Como U es abierto, existe ¢ > 0 tal que By (f(z),e) C U. Como f es
continua, existe § > 0 tal que si y € Bx(z,6) entonces f(y) € By (f(z),e) C U. Esto implica que
Bx (z,0) C f~1(U), lo que prueba que f~1(U) es abierto.

Supongamos que f~1(U) C X es abierto para todo abierto U de Y. Sean 7p € X y € > 0. Por
hipétesis, f_l(f?(f(x),a)) C X es un abierto. Como este abierto contiene a z, existe § > 0 tal que
B(z,0) C f~Y(B(f(x),¢)). Esto significa que si d(z,y) < 8, entonces d(f(z), f(y)) < e. Esto prueba

que f es continua. O

El siguiente ejercicio se puede demostrar tomando complementos en el resultado anterior.
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[ Ejercicio 3.1.5 ]

Sean (X,dx) e (Y,dy) dos espacios métricos. Pruebe que una funcién f: X — Y es continua

si y solo si para todo cerrado C' C Y se tiene que f~1(C) C X es cerrado.

Hay que tener cuidado con la direccion en la caracterizacion de continuidad. El siguiente ejercicio

mostrara que los conversos en general no son ciertos.

Ejercicio 3.1.6

Considere R con la métrica euclidiana. Construya los ejemplos siguientes:

1. Un abierto U C R y una funcién continua f: U — R tal que f(U) no sea abierto.
2. Un cerrado F' C R y una funcién continua f: F — R tal que f(F') no sea cerrado.

[ Ejercicio 3.1.7 ]

Sean (X,dx) e (Y, dy) dos espacios métricos. Pruebe que la funcién f: X — Y es continua en
el punto g en X si y solo si para todo abierto V' C Y que contiene a f(xg), existe un abierto
U C X que contiene a x¢ tal que f(U) C V.

A continuacién veremos que también es posible caracterizar la continuidad en términos de suce-
siones. En el caso de funciones continuas a variable real, sabemos que una funcién es continua si el
limite a la izquierda y a la derecha existen. En el caso de un espacio métrico hay que considerar todas

las maneras posibles de converger al valor, lo cual expresamos en términos de sucesiones.

Proposicion 3.1.8: Caracterizacion de continuidad en términos de sucesiones

Sean (X,dx) y (Y,dy) dos espacios métricos. La funcién f: X — Y es continuaen Z € X siy
solo si para toda sucesién (x,,),en de elementos de X que converge a Z, se tiene que (f(2n))nen

converge a f(Z).

DEMOSTRACION. Supongamos que f es continua en T € X, y sea (T, )neny una sucesion de ele-
mentos de X que converge a T. Sea ¢ > 0. La continuidad de f en Z implica que existe § > 0 tal
que siy € X y d(z,y) < 0 entonces d(f(Z), f(y)) < e. Sea N € N tal que para todo n > N se tiene
que d(z,,Z) < . Tenemos entonces que para todo n > N, d(f(zy), f(Z)) < ¢, lo que prueba que
(f(n))nen converge a £(7).

Supongamos que si (2, ) ey es una sucesion de elementos de X convergente a T, entonces (f (2, ))nen
converge a f(Z). Si suponemos que f no es continua en Z, entonces existe € > 0 tal que para todo
d > 0 existe x5 € B(Z,0) tal que d(f(zs), f(Z)) > . Esto permite construir una sucesion (z,)nen tal

que d(zy,, %) < + y d(f(zn),Z) > ¢, lo cual contradice la hipétesis. O

[ Ejercicio 3.1.9 ]

Sean (X,dx), (Y,dy) y (Z,dz) tres espacios métricos. Considere las funciones f: X — Y y
g: Y — Z. Pruebe que:
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= Si f es continua en zp € X y g es continua en f(xg) € Y, entonces g o f es continua en
xo € X.

= Si f y g son continuas, entonces go f: X — Z es continua.

[ Ejercicio 3.1.10 ]

Sean (X,dx) e (Y,dy) dos espacios métricos. Sean f: X — Y y ¢g: X — Y dos funciones

continuas. Pruebe que el conjunto

{zcE: f(z)=g(2)},

es cerrado.

3.2. Homeomorfismos, isomorfismos y compacidad

Consideremos un objeto matematico, por ejemplo: un conjunto, un espacio vectorial, un grupo, un
cuerpo, etc. Una pregunta importante es cual es la nociéon de isomorfismo de este objeto. En el caso

de un espacio topoldgico, los isomorfimos estan dados por la nocién de homeomorfismo.

Definicion 3.2.1: Homeomorfismo

Sean (X,dx) e (Y,dy) dos espacios métricos (o més generalmente, dos espacios topoldgicos).

Una funcién f: X — Y es un homeomorfismo si f es biyectiva, y si f y f~! son continuas.

Cuando existe un homeomorfismo entre dos espacios métricos, se dice que los espacios métricos son

homeomorfos. Esta nocién permite extender la idea de métricas equivalentes a espacios diferentes.

[ Ejercicio 3.2.2 ]

Sean (X,dx) e (Y,dy) dos espacios métricos con X =Y. Muestre que si dx y dy son métricas

equivalentes, entonces (X, dx) e (Y, dy) son homeomorfos.

Podemos pensar que topolégicamente dos espacios homeomorfos son esencialmente “el mismo espa-
cio”. En particular, todas las nociones topoldgicas tales como abierto, cerrado, compacto, convergencia

de sucesiones; pueden transferirse utilizando un homeomorfismo.

[ Ejercicio 3.2.3 ]

Sean (X,dx) e (Y, dy) dos espacios métricos y f: X — Y un homeomorfismo. Muestre que una

sucesién (z,,)nen es convergente en X si y solamente si (f(z,))nen €s convergente en Y.

Observacién 3.2. No toda biyeccién continua es un homeomorfismo. Por ejemplo, si consideramos
X =[0,1] equipado con la métrica discreta e Y = [0, 1] equipado con la métrica euclidiana. Entonces

la funcién identidad es continua y biyectiva, pero f~': Y — X no es continua.
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Ejercicio 3.2.4 ]

Considere X = [0,1) con la métrica dx dada por
dx (z,y) = minfly —z[,1 - |y — z|},
y considere Y = {z € C: |z| = 1} con la métrica dy dada por
dy (e¥™ &%) = min{|0 — y|,1 — |§ — |} para 0 < 6,7 < 1.

Muestre que (X, dx) es homeomorfo a (Y, dy).

[ Ejercicio 3.2.5 ]

Sea C C [0, 1] el conjunto de Cantor con la métrica euclidiana y X = {0, 1}" con la métrica dada

por d(f,g) = 2~ 2HnENS()#9(M)}  Muestre que ambos espacios métricos son homeomorfos.

A continuacién mostraremos que en el caso de un espacio métrico compacto, las funciones continuas

biyectivas son autométicamente homeomorfismos. Para ello necesitaremos la siguiente proposicion.

Proposicion 3.2.6: Las imagenes continuas de compactos son compactas

Sean (X,dx) e (Y, dy) dos espacios métricos, y sea f: X — Y una funcién continua. Si K C X

es compacto, entonces f(K) = {f(z) : z € K} es compacto en Y.

DEMOSTRACION. Sea (¥, )nen una sucesién de elementos de f(K). Luego, para cada n € N existe
z, € K tal que f(z,) = yn. Como (2,)nen es una sucesiéon en K y K es compacto, existe una
subsucesién (x,;)jen de (Tn)nen que converge a un elemento  de K. La continuidad de f implica que
(f(xn;))jen converge a f(x) € f(K). Como f(xn;) = yn,, para todo j > 0, deducimos que (Yn)nen

posee subsucesiones convergentes, lo que prueba que f(K) es compacto. O

En un espacio compacto, para mostrar que una funcién f es un homeomorfismo, basta verificar

que f es continua y biyectiva (la continuidad de f~! en ese caso viene asegurada).

[ )

Sean (X,dx) e (Y,dy) dos espacios métricos y supongamos que X es compacto. Si f: X — Y

es una biyeccién continua, entonces f es un homeomorfismo.

DEMOSTRACION. Veamos que f~! es continua. Sea C C X un conjunto cerrado. Como X es
compacto, entonces C' es también compacto. Luego, por la Proposicién tenemos que f(C) CY
es compacto, y por lo tanto, cerrado. Esto muestra que la preimagen de cualquier cerrado por f~! es

un cerrado, lo que equivale a decir que f~! es continua. O

Definicién 3.2.8: Maximos y minimos de una funcién a valores en R

Sea X un conjunto y sea f: X — R una funcién. Se dice que f alcanza un maximo en X

si existe xmax € X tal que para todo z € X se tiene f(z) < f(zmax). Andlogamente, se
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dice que f alcanza un minimo en X si existe x,,;;, € X tal que para todo x € X se tiene

A los valores f(xi) ¥ f(2zmax) se les denomina maximo y minimo de f respectivamente.

Observacién 3.3. No toda funcién continua alcanza méaximos y minimos. Por ejemplo, la funcién

identidad f: (0,1) — R no alcanza ni maximo ni minimo.

Teorema 3.2.9: Principio del maximo

Sea (X, d) un espacio métrico y K C X un conjunto compacto. Toda funcién continua f: K — R

alcanza minimo y maximo.

DEMOSTRACION. Dado que K es compacto, entonces f(K) C R es un compacto. Esto implica
que f(K) es un cerrado y acotado en R. De aqui obtenemos que sup f(K) = M e inf f(K) = m
son elementos de f(K). Luego, existe z;n € K tal que f(Zmin) = m y existe Tp,q. € X tal que

f (@maz) = M. Los elementos T,uin ¥ Tmae SON minimo y méximo de f respectivamente. O

Definicion 3.2.10: Funcién uniformemente continua

Sean (X,dx) e (Y,dy) dos espacios métricos. Una funcién f: X — Y es uniformemente
continua, si para todo € > 0 existe § > 0 tal que para todo x,y verificando dx (x,y) < 0 se
tiene dy (f(x), f(y)) <e.

La diferencia entre continuidad y continuidad uniforme es que cuando la funcién es continua, el
valor de 0 depende de x y de €. Cuando la funcién es uniformemente continua, el valor de § depende

solo de e.

| Ejemplo 3.2.11 |

Si f: X — Y es uniformemente continua, entonces f es continua. Al revés no es cierto. Por

2

ejemplo, f : R — R definida por f(z) = x* es continua, pero no uniformemente continua. En

efecto,
|(z + h)? — 22| = |2zh + h?| > 2|zh)|.
Por lo tanto, si se busca 6 > 0 tal que |f(z + h) — f(z)| < e, necesariamente se debe tomar

d < e/2|z|. Esto muestra que el valor de § depende de ¢ y de x.

[ Ejercicio 3.2.12 ]

Pruebe que la composiciéon de dos funciones uniformemente continuas es uniformemente con-

tinua.
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Proposicion 3.2.13: Funciones continuas en compactos son uniformemente continuas

Sean (X,dx) e (Y,dy) dos espacios métricos, y sea f: X — Y una funcién continua. Si X es

compacto, entonces f es uniformemente continua.

DEMOSTRACION. Supongamos que f no es uniformemente continua. Es decir, que existe ¢ > 0 tal

que para todo § > 0 existe un par de puntos zs,ys en X que verifican

dx(z5,ys5) <0y dy(f(zs), f(ys)) > e.

De esto podemos formar dos sucesiones de puntos (Z,)n>0 € (Yn)n>o0 tales que

Ax(omyn) S 7y dy(flen), () >

Como el espacio X es compacto, existe una subsucesién (z,, x>0 de (z,)n>0 convergente a un punto
x € X. Como se tiene que

1
dx (Tn,yn) < —, para todo n > 0,
n

la subsucesién (Y, ) k>0 también converge a x. Como f es continua, las sucesiones f(z,, )ken € f(Yn, )ken

deben converger ambas a f(x), pero esto no es posible pues

dY(f(xnk)af(ynk)) > €.

[ Ejemplo 3.2.14: Funciones Lipschitz ]

Sean (X,dx) e (Y,dy) dos espacios métricos. Una funcién f: X — Y es Lipschitziana o

Lipschitz si existe un real k£ > 0 tal que para todo x e y en X se tiene

dy (f(z), f(y)) < kdx (x,y).

En este caso, se dice que f es k-Lipschitz. Las funciones Lipschitz son uniformemente continuas.

Un caso especial de las funciones Lipschitz es el de las isometrias, donde la constante es 1 y la

desigualdad se convierte en igualdad.

Definicion 3.2.15: Isometria

Sean (X, dx), (Y,dy) dos espacios métricos. Una funcién
[ X =Y
es una isometria, si para cada par x,y € X se cumple que

dx (z,y) = dy (f(z), f(y))-

Si los homeomorfismos son la nocién de isomorfismo para espacios topoldgicos, las isometrias biyec-
tivas son la nocién correspondiente para espacios métricos. En otras palabras, una isometria preserva
no solo las propiedades topoldgicas, sino las propiedades finas de la métrica como la completitud, los

conjuntos acotados e inclusive los valores de las distancias.
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Observacion 3.4. Si f: X — Y es una isometria, entonces en particular es 1-Lipschitz y en consecuen-
cia uniformemente continua. notemos que las isometrias son también inyectivas, ya que si f(z) = f(y),
entonces 0 = d(f(z), f(y)) = d(z,y), luego x = y.

Ejemplo 3.2.16

Una isometria no es necesariamente biyectiva, por ejemplo, si consideramos X = R e Y = R?
con las respectivas métrica euclidianas, entonces f: X — Y dado por f(z) = (x,0) para todo

z € R es una isometria que claramente no es sobreyectiva.

Observacién 3.5. En algunas referencias en la literatura, la palabra isometria hace referencia a una
isometria biyectiva. Es recomendable leer con cuidado las definiciones para tener claro del objeto en

cuestion.

[ Ejemplo 3.2.17 ]

Sean X ={x €Z:2>1}eY ={y€Z:y < —1} con la métrica euclidiana. Luego la funcién
f: X =Y dada por f(x) = —x es una isometria. Es intuitivo que estos dos espacios métricos

son realmente “el mismo objeto pero pintado de otro color”.

Si f: X — Y es una isometria entre los espacios métricos (X,dx) e (Y,dy), entonces podemos
pensar en los espacios (X,dx) y f(Y) con la métrica inducida por dy en f(Y) como “el mismo
espacio”. En particular si f es sobreyectiva, podemos pensar en (X, dx) e (Y,dy) como si fuesen “el
mismo espacio”. Hay que notar que esta nocién es mucho mas fuerte que la nociéon de homeomorfismo.
La primera preserva propiedades topolédgicas, en tanto que la nocién de isometria preserva propiedades

mas finas ligadas a la métrica, tales como los conjuntos acotados.

| Ejemplo 3.2.18 |

Dada una métrica d en un espacio X, la métrica d(z,y) = min{1,d(z,y)} es equivalente a d
y por lo tanto los espacios son homeomorfos (la funcién identidad es un homeomorfismo). Sin

embargo si X = R y d es la métrica euclidiana no existen isometrias de (R, d) a (R, d), ya que

R es acotado en el segundo espacio pero no en el primero.

[ Ejercicio 3.2.19 ]

Muestre que si (X, Tx) e (Y, Ty) son espacios topolégicos homeomorfos, entonces dim(X, Tx) =

dim(Y, Ty ). Es decir, muestre que la dimensién topoldgica es invariante de homeomorfismo.
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3.3. Conjuntos conexos y conexos por caminos

Definicién 3.3.1: Conjuntos conexos y disconexos

Sea (X, d) un espacio métrico. Un subconjunto A de X es disconexo, si existen U y U, abiertos
disjuntos en X tales que ANU; # 3, ANUs #@y AC Uy UUs.

Si el conjunto no es disconexo se dice que es conexo.

Dicho de otro modo, un espacio métrico (X,d) es conexo si es imposible escribirlo como unién

disjunta de dos abiertos no vacios.

Proposicion 3.3.2

El espacio métrico (X, d) es conexo si y solo si los tnicos subconjuntos de X que son abiertos

y cerrados a la vez son X y @.

DEMOSTRACION. Supongamos que X es disconexo. Luego, existen abiertos disjuntos y no vacios
Uy y Us tales que X = U; UUs,. Ya que X \ Uy = Us, tenemos que U; es también cerrado. Por otro
lado, Uy y X \ U; son no vacios, lo que prueba la existencia de un conjunto abierto cerrado distinto de

X y @. La reciproca es directa. O

Proposicion 3.3.3: R es conexo

R equipado con la métrica euclidiana es conexo.

DEMOSTRACION. Supongamos que R no es conexo. Luego, existen abiertos cerrados no vacios
disjuntos A y B tales que R = AU B. Construimos dos sucesiones reales (a,)n>0 en Ay (bp)n>0 en B
de la manera siguiente:

= Tomamos ag € Ay by € B.

%Lb“. Sia € A, definimos a3 = a 'y by =by. Si a € B, definimos a1 = ag y by = a.

an—1+bn_1
2

= Sea a =

= Para n > 1, tomamos o = . Si a € A, definimos a, = 'y b, = b,_1. Si a € B,
definimos a, = an_1 y by = a.

De esta forma se obtienen (a,)n>0 en Ay (bn)n>0 en B, tales que

|an71 - bnfl‘ < |(L0 - bO‘

|an - bn‘ S = 2n )
lan —bn| _ |ao — by
|an+1 - an| S = 2 = = 2n+1 9
|a —b | |a0 — b0|
|bn+1 - bn| S - - >~ 2n+1

Las ultimas dos ecuaciones implican que (an)n>0 ¥ (bn)n>0 son de Cauchy. Luego, como R es completo
y los conjuntos A, B son cerrados, existen a € Ay b € B tales que a = lim,, ,oc @y, ¥ b = lim,,_, o by,

La primera desigualdad implica que a = b, lo que contradice que A y B sean disjuntos. O

[ Ejercicio 3.3.4 ]

Sea (E, |- ||) un espacio vectorial normado sobre R tal que E completo. Pruebe que E es conexo.
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Proposicion 3.3.5

Considere R equipado con la métrica euclidiana. A C R es conexo si y solo si A es un intervalo.

DEMOSTRACION. Para probar que un intervalo es conexo, se procede de igual forma que en la
Proposiciéon anterior.

Sea A C R un conjunto conexo, y supongamos que A no es un intervalo, es decir, que existe ¢ € R
ya,be Atalesquea<c<bycé¢ A. Estoimplica que A C Uy UUs, con Uy = (—o0,¢) y Us = (¢, 0)
(notar que Uy y U, son abiertos en R). Tenemos que a € Uy NA # @ ybe ANUs # &, lo que

contradice que A es conexo. O

[ Ejercicio 3.3.6 ]

Mostrar que en R con la métrica euclidiana, Q y R\ Q son disconexos.

[ Ejemplo 3.3.7 ]

Cualquier espacio X con al menos dos elementos equipado con la métrica discreta es disconexo.
Miés aun, es totalmente disconexo. Esto tultimo significa que los inicos subconjuntos conexos
son los singleton. En efecto, si A C X tiene al menos dos elementos, definimos U; = {z} y
U = A\ {z}, donde x € A. Notar que U; y Us son dos abiertos disjuntos no vacios que

intersectan a A, cuya unién es igual a A. Esto prueba que A es disconexo.

[ Ejercicio 3.3.8 ]

Pruebe que si {4;}icr es una coleccién no vacia de conjuntos conexos tales que [);.; 4; # &,

entonces | J;.; A; es conexo.

Ejercicio 3.3.9 ]

Pruebe que si {A4;};cr es una coleccién no vacia de conjuntos conexos tales que para todo i,j € T
A; N Aj # @, entonces |J;¢;

1 € I, y utilice el resultado del ejercicio anterior.

A; es conexo. Indicacion: fije ig € I, defina B; = A;; U A; para

Ejercicio 3.3.10

Muestre que el espacio de Cantor es totalmente disconexo.

Sea (X, d) un espacio métrico. En X se define la siguiente relacién:
T ~ y <= existe un subconjunto conexo A de X tal que x,y € A.

Esta es una relacién de equivalencia (la transitividad es consecuencia del ejercicio anterior), por lo

tanto, las clases de equivalencia de esta relacién definen una particién de X.
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Las clases de equivalencia de la relacién antes definida son conjuntos conexos maximales para la
inclusién de conjuntos conexos. En efecto, para todo z € X se tiene que [z]. es la unién de todos los

conjuntos conexos que contienen a z. Luego, por el Ejercicio se concluye que [z].. es conexo.

Definicién 3.3.11: Componentes conexas

Sea (X,d) un espacio métrico y sea ~ la relacién de equivalencia anterior. A las clases de

equivalencia [z]. se les denomina componentes conexas.

Observacion 3.6. Si X es conexo, entonces hay solo una componente conexa y esta es igual a X. Las

componentes conexas de un espacio totalmente disconexo son los singleton.

[ Ejercicio 3.3.12 ]

Sea (X,d) un espacio métrico y sea M C X. Pruebe que los conjuntos conexos de M con la

métrica inducida por d también son conexos en X.

Proposicion 3.3.13: Caracterizacion de abiertos en R por intervalos

Considere R equipado con la métrica euclidiana. Un conjunto U C R es abierto si y solamente

si U es igual a la union finita o numerable de intervalos abiertos disjuntos.

DEMOSTRACION. Como la unién de conjuntos abiertos es siempre abierta, tan solo debemos de-
mostrar la primera direccién. Sea U C R un abierto. Sean {U; };cr las componentes conexas de U. Cada
U; es un subconjunto conexo de R, por lo tanto, es un intervalo. Para probar que U; es un intervalo
abierto, basta mostrar que el infimo y el supremo de U; no pertenecen a Us;.

Supongamos que b; = Inf(U;) estd en U;. Luego, b; estd en U, y como U es abierto, existe € > 0
tal que (b; —¢,b; +€) C U. Observe que todos los elementos de este intervalo estdn en la misma
componente conexa que b;, es decir, estan en U;. Pero esto contradice que b; sea el infimo de U;. De
igual forma se prueba que el supremo de U; no pertenece a U;. Tenemos entonces que U; = (a;, b;),
con —oo0 < a; < b; < oo,y ademds U; NU; = @ sii# j, pues se trata de las componentes conexas.

Ahora mostraremos que la coleccién {U;};c; es numerable. Como Q es denso en R y los U; son
abiertos, para cada ¢ € I existe ¢; € Q tal que ¢; € U;. Como U; NU; = @ cuando ¢ # j, tenemos
que g; # g;. Luego, la funcién que a cada i € I le asocia ¢; € Q es inyectiva, lo que muestra que I es

numerable. O

Proposicion 3.3.14: Imagenes de conexos por continuas son conexos

Sean (X,dx) e (Y,dy) espacios métricos y f: X — Y una funcién continua. Si A C X es

conexo, entonces f(A) CY es conexo.

DEMOSTRACION. Sea A C X un conjunto conexo. Para probar que f(A) es conexo, es suficiente
mostrar que si Uy y Us son abiertos disjuntos no vacios en Y tales que f(A4) C U; U U,, entonces
fANU; =20 f(A)NU; = 2.

Como f es continua, f~1(Uy) y f~1(Us) son abiertos en X. Ademas, f~1(U) N f~1(U) = @y
AC f~1(U1)U f~1(Us). Dado que A es conexo, esto implica que f~1({U1)NA=@ o f~H({U)NA= 2.
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en el primer caso se tiene f(A) NU; = @, y en el segundo se tiene f(A) N Us = &. Esto muestra que
f(A) es conexo. O

Una aplicacién de este resultado es la generalizacién del Teorema del Valor Intermedio a espacios

métricos arbitrarios.

[ )

Sea (X,d) un espacio métrico y f: X — R una funcién continua. Sea A C X un conjunto

conexo y sean = e y dos elementos de A. Sea ¢ un numero real entre f(z) y f(y), es decir,
flz) <ec< f(y) o f(y) < e < f(x). Entonces existe z € A tal que f(z) = c.

DEMOSTRACION. La Proposicién [3.3.14] asegura que f(A) C R es conexo. Por lo tanto, f(A) es
un intervalo. Luego, si ¢ es un niimero real entre f(z) y f(y) entonces estd en el intervalo f(A), lo que

implica que existe z € A tal que f(z) = c. O

Observacién 3.7. Si en el Corolario anterior reemplazamos X por R y A por un intervalo [a, ],

obtenemos el Teorema del Valor Intermedio visto en el curso de calculo.

[ )

Si (X,dx) e (Y,dy) son espacios métricos conexos, entonces (X x Y, d) es conexo, donde d es

cualquiera de las tres métricas que definimos para el producto de espacios métricos.

DEMOSTRACION. Sean (a1,as) y (b1, bs) dos elementos en X x Y. La idea es probar es que ambos
puntos estdn en la misma componente conexa. Para esto, definimos las funciones f: X — X x Y y
g:Y = X xY por f(z) = (x,b2) y f(y) = (a1,y), paratodoz € X ey € Y.

Ambas funciones son continuas, por lo tanto, los conjuntos
JX)=Xx{b} v gY)={a}xY,

son conexos. Observe que (ag,b2) € f(X)Ng(Y). Luego, como f(X)y g(Y') son conexos con interseccién
no vacia, se tiene que f(X)Ug(Y) es conexo. Como (ay,as) y (b1,b2) estdn en f(X)Ug(Y), deducimos
que pertenecen a la misma componente conexa. Finalmente, concluimos que X X Y es conexo, pues

esto es vélido para cualquier par de elementos (a1, a2) y (b1,b2) en X x Y. O

Ejercicio 3.3.17

Mostrar por induccién que un producto finito de espacios métricos conexos es conexo.

Definicion 3.3.18: Camino

Sea (X, d) un espacio métrico. Un camino o arco uniendo los puntos z e y de X es una funcién
continua f: [0,1] — X, tal que f(0) =z y f(1) = y. Se dice que z e y son los extremos del

camino.
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Definicién 3.3.19: Conexidad por caminos

Sea (X, d) un espacio métrico. Un conjunto A C X se dice conexo por arcos o conexo por
caminos si para todo z e y en A existe un camino f con extremos en x e y, cuya imagen estd

contenida en A.

Proposicion 3.3.20: Conexidad por caminos implica la conexidad

Sea (X, d) un espacio métrico. Si A C X es conexo por caminos entonces es conexo.

DEMOSTRACION. Supongamos que A no es conexo. Entonces existen abiertos U; y Us disjuntos
talesque AC U, UUy, ANU #8y ANUs # @.

Sean x € ANU; yy € ANUsy. Como A es conexo por caminos, existe un camino f: [0,1] — A
tal que f(0) = z y f(1) = y. Esto implica que f([0,1]) N Uy # @, f([0,1]) N Uz # @. Pero como
f([0,1]) € A C Uy UUs, esto contradice la conexidad de f([0,1]). O

[ Ejemplo 3.3.21 ]

No todo conjunto conexo es conexo por caminos. Por ejemplo, considere A C R? definido por
A ={(z,sin(1/x)) : 2 > 0} U{(0,z) : |z| < 1}.

Este conjunto es conexo, pero no hay caminos que tengan como extremos los puntos (0,0) y

(1,sin(1)). Por lo tanto, no es conexo por arcos.

FiGURA 1. El conjunto A descrito en el Ejemplo [3.3.21

Observacién 3.8. Bajo ciertas condiciones suplementarias, la conexidad puede ser equivalente a la
conexidad por arcos. Por ejemplo, todo abierto en R™ con la métrica euclidiana es conexo si y solo es

conexo por arcos.

Ejercicio 3.3.22

Pruebe que todo abierto conexo de R™ es conexo por arcos.

Ejercicio 3.3.23: El peine del topdlogo ]

Considere R? con la métrica euclidiana y el conjunto P dado por

P ={(0,1)}U([0,1] x {0}) U <{i :neN,n>O} x [0,1}>.
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1. Haga un dibujito del conjunto P.
2. Muestre que P es conexo.
3. Muestre que P no es conexo por caminos. Indicacion: muestre que no hay ningun

camino que conecte (0,0) a (0,1).

3.4. Limites de funciones

Del mismo modo que en R definimos la nocién de limite de una funcién cuando x tiende hacia un
valor z( por la izquierda o derecha, es posible definir una nocién de limite de una funcién en un espacio
métrico donde x tiende hacia un valor zy tomando valores en un conjunto, provisto que zg esté en la

adherencia de ese conjunto.

Definicion 3.4.1

Sean (X,dx) e (Y,dy) dos espacios métricos y E C X. Supongamos que z es un punto de

adherencia de E, yp € Y y sea f: E — Y una funcién. Decimos que

lim  f(x) = yo,

r—x0,tEE

si para todo £ > 0 existe § > 0 tal que dy (yo, f(z)) < ¢, para todo z € E que satisface
dx (x,xz0) < 0.

Formalmente,

lim f(x)=yg < Ve >0,30 >0[(z € ENndx(x,20) <) = dy(yo, f(z)) <¢].

r—xo,x€E

En el caso en que E = X, abreviaremos la notacién y escribiremos simplemente

lim f(z)= lim  f(x).

T—T0 r—xo,xEX

Ejercicio 3.4.2

Sean X =Y = R con las métricas euclidianas y sea E = (0, +00) C X. Pruebe que

, . (1
Iim zsin|{—) =0.
z—0,2€FE xT

Ejemplo 3.4.3: El limite de sucesiones es un caso particular de este limite

1

L _ n%| donde definimos —- = 0.

Sea X = NU {oo} con la métrica dada por dx(ni,n2) = |-

Considere £ = N.
Sea (Y, dy) otro espacio métrico. Una funcién f: N — Y es una sucesién en Y. La nocién usual

de limite de una sucesion en (Y, dy) estd dada por

lim  f(x).

x—00,rEN

Notemos que en el caso en que F = X recuperamos la definicién de continuidad.
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Observacién 3.9. Sean (X,dx) e (Y,dy) dos espacios métricos y f: X — Y una funcién. f es

continua si y solamente si lim,_,,, f(x) = f(z¢) para todo z € X.
Observacién 3.10. Otra manera de escribir la definicién de limite es la siguiente:

lim f(z)=yo < Ve>0,36 >0[x € ENBx(x0,0) = f(z) € By (y0,¢)].

r—x0,2EE

[ Ejercicio 3.4.4 ]

Sean (X, dx) e (Y,dy) dos espacios métricos, zg € X,yp € Y y sea f: X — Y una funcién.
1. Suponga que dx es la métrica discreta y que lim,_,,, f(z) = yo. Muestre que f(xg) =
Yo-
2. Suponga que dy es la métrica discreta y que lim,_,,, f(z) = yo. Muestre que existe
una bola abierta B en torno a xq tal que f(z) es constante. jqué sucede si X es conexo

y f es continua?

Proposicion 3.4.5: Caracterizacion de limite mediante sucesiones

Sean (X,dx) e (Y,dy) dos espacios métricos y E C X. Entonces lim, .., zer f(2) = yo si
y solamente si para toda secuencia (z,)n,eny € E que converge a xo tenemos que (f(x,))nen

converge a ¥o.

DEMOSTRACION. Supongamos que lim, o ,ep f(x) = yo ¥ sea (z,)nen C F una secuencia que
converge a xg. Demostraremos que (f(z,))nen converge a yo.

En efecto, sea ¢ > 0. Como lim,_,,, zcr f(z) = yo existe un & > 0 tal que para todo = €
E N Bx(xg,0) tenemos que dy (yo, f(x)) < e. Como (z,)nen converge a g, existe N € N tal que para
todon > N, x,, € Bx(x,d). Como z,, € E, esto implica que para todo n > N, dy(f(xn),v0) < e.
Como ¢ es arbitrario esto muestra que (f(z,))nen converge a .

Supongamos ahora que limg_,,, »er f(x) # yo, esto significa que existe ¢ > 0 tal que para todo
d > 0 podemos encontrar un x5 € E N Bx(xo,d) tal que dy (f(zs),y0) > €. Definamos una secuencia
(Tn)nen donde z,, = 5,y donde 0(n) = % Por un lado, como z,, € Bx (zo, %)HE es claro que (zn,)nen
converge a xg. Por otro lado, como dy (f.,,y0) > €, la secuencia (f(z,))nen no puede converger a yo.

Eso muestra que existe una secuencia que no satisface la propiedad requerida. O

Observaciéon 3.11. Dado que una secuencia converge a lo méas a un valor, la ultima proposicién

implica que el limite, de existir, es tnico.

[ Ejercicio 3.4.6

Sean X = R? ¢ Y = R con las métricas euclidianas y sea £ = R+ x R+ . Considere la funcién
f+ E — R dada por:
2 2
7ty
fl@,y) = ———.
Ty
Muestre que el limite lim, ) (0,0),(z,y)cE f(2,y) no existe. Pista: Estudie secuencias en una

vecindad de (0,0) en una recta de la forma y = ma.
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[ Ejercicio 3.4.7

Sean X = R? ¢ Y = R con las métricas euclidianas y sea E = (Rs)?. Considere la funcién

f+ E — R dada por:
f(z,y) = exp (‘W) .

Muestre que el limite lfm ;) (0,0),(z,y)e & f(2,y) no existe. Pista: Muestre que el limite usando
sucesiones que toman valores en la recta descrita por y = mx con algin 0 < m < 1 es 0, y que
para todo § > 0 existe Z € E con ||Z| < § tal que f(Z) = 3.

[ Ejercicio 3.4.8 ]

Sean (X,dx), (Y,dy) y (Z,dz) tres espacios métricos y sea E C X. Sean zg € E,yo € YV y
20 € Z.Sean f: E—Y yg: f(E) = Z funciones.
Muestre que si
lim xT) = lim = 2y,
w—mo,zeEf( )= ¥ y%yo,yEf(E)g(y) 0
entonces

lim  go f(z) = 2.

r—xo,c€EE

3.5. Teoremas de extension

En esta seccién estudiaremos resultados que permiten definir funciones en espacios métricos con
valores prescritos, o extender funciones definidas en partes del espacio al resto del espacio. Comenzare-

mos con un resultado clasico.

Lema 3.5.1: Lema de Uryhson

Sea (X,d) un espacio métrico y sean E, F C X dos conjuntos cerrados disjuntos. Entonces
existe una funcién continua f: X — [0, 1] tal que f(x) = 0 para todo z € E'y f(y) = 1 para
todo y € F.

DEMOSTRACION. Basta definir
d(z, E)

1@ = B v e P
La funcién f estd bien definida, pues si d(z, F) + d(z, F') = 0, entonces d(z, E) = d(z, F) = 0, y como

E, F son cerrados eso implicarfa que z € EN F, lo cual no puede suceder ya que es vacio. Ademas es

para todo z € X.

claro que para todo z € X se tiene que 0 < f(z) < 1.

Por la Proposicién la distancia es continua. Como la composicién de funciones continuas es
continua, obtenemos que f es continua. Es claro por la definicién que f(z) = 0 para todo x € E'y
fly) =1 para todo y € F. O
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Teorema 3.5.2: Teorema de extension de Tietze

Sea (X, d) un espacio métrico, F' C X un conjunto cerrado, a < ben Ry f: F — [a,b] una

funcién continua. Entonces existe una funcién continua g: X — [a, b] tal que

g(z) = f(z) para todo = € F,

DEMOSTRACION. Definamos

f(z) ifeeF
g9(x) = p
mf {f(z)+ 525 ~1: 2 € F} ifoecX\F

Como F es cerrado, si d(x, F) = 0 entonces & € F, por lo tanto la funcién g estd bien definida.
Claramente tenemos que g(z) = f(x) para todo = € F.

Si x € X\ F, entonces d(x,z) > d(z,F) luego g((j?) —1 > 0, lo cual muestra que g(z) >
inf,cp f(2) > a. Por otro lado, tomando una secuencia (zp)nen tal que (d(z,2,))nen converja a
d(z, F'), obtenemos que g(x) < sup,cp f(z) < b. Luego g(X) C [a,b].

Dejaremos como ejercicio demostrar que la funcién g es continua. O

Observacién 3.12. Los teoremas de Uryhson y Tietze son véalidos en espacios topolégicos que cumplen
la propiedad de ser normales. Es decir, tales que para cada par de cerrados disjuntos F, F' no vacios
existe un par de vecindades disjuntas V;,V; tal que £ C Vi y F C V5. Es claro que todo espacio
métrico es normal.

En el contexto de espacios topoldgicos, La validez de los lemas de Uryhson y Tietze caracterizan
la normalidad del espacio, y su prueba es més complicada que las pruebas que dimos en esta seccién

utilizando métricas. Ver Teorema 5.1 de [Mun00] y Teorema 2.1.8 de [Eng89].

[ Ejercicio 3.5.3 ]

Sean (X, dx) e (Y, dy) dos espacios métricos y A C X un conjunto denso en X. Sean f: X — Y
y g: X — Y dos funciones continuas tales que f(z) = g(x) para todo « € A. pruebe que f = g.

La siguiente proposiciéon nos da una condicién necesaria y suficiente para extender a todo el espacio

una funcién continua definida sobre un subconjunto denso.

Proposicion 3.5.4

Sean (X,dx) e (Y,dy) dos espacios métricos y sean A C X un subconjunto denso en X y
f+ A — Y una funcién continua. Existe una funcién g: X — Y continua tal que f = g|a siy
solo si para todo z € X, y toda sucesion (x,)nen de elementos de A que converge a x, el limite
lim,,, f(z,) existe y no depende de la sucesién. Ademds, si la funcién g existe es dnica, y se

llama la extension de f a X.

DEMOSTRACION. Probemos primero la unicidad de la extensién. Supongamos que g;: X — Y y
g2: X — Y son dos extensiones de f a X. Esto implica que g1(z) = g2(x), para todo € A. Como A
es denso en X, el Ejercicio |3.5.3| anterior implica que g1 = g2. Esto prueba la unicidad de la extensiéon
cuando ésta existe.

Supongamos que existe g: X — Y continua tal que f = g|4. Por continuidad de g, dada cualquier

sucesion (z,)nen de elementos de A que convergen a z, se tiene que g(z) = lim, ~ g(z,). Como
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gla = f, esto equivale a decir que lim,,_,~ f(z,) = g(z), lo que prueba la existencia del limite y que

este no depende de la sucesién que se tome.

Supongamos que para todo z € X, y toda sucesién (x,)nen de elementos de A que converge a z,

el limite lim,, , o f(2,) existe y no depende de la sucesién. Definimos g: X — Y como

(2) = flx) size A
T =Y lmp e o) sizé A,

donde (z,)nen es cualquier sucesién de elementos de A que converge a x (recordar que tal sucesién

existe pues A es denso). Por hipétesis, g estd bien definida. Ademés, g|4 = f. La demostracién de la

continuidad de g queda como ejercicio. O

Ejercicio 3.5.5 ]

Pruebe que la funcién g: X — Y descrita en la prueba de la Proposicién [3.5.4] es continua.

Teorema 3.5.6

Sean (X,dx) e (Y, dy) dos espacios métricos, A C X un subconjunto densoen X y f: A - Y
una funcién continua. Si Y es completo y f es uniformemente continua, entonces existe una

Unica funcién continua g: X — Y que extiende a f. Ademads, g es uniformemente continua.

DEMOSTRACION. Sea € X y sea (Tn)nen una sucesiéon de elementos de A que converge a x
(siempre existe tal sucesién pues A es denso). Sea £ > 0. Como f es uniformemente continua, existe
d > 0 tal que si y; e yo son puntos tales que dx (y1,y2) < 4, entonces dy (f(y1),d(y2)) < e. Seang € N
tal que para todo m,n > ng se tiene que dx (zn,Zm) < 0. Luego, dy (f(x,), f(zm)) < €. Esto prueba
que (f(2n))n>0 €s una sucesién de Cauchy, y como Y es completo, converge a un punto y € Y.

Sea (2!, )nen otra sucesién de elementos de A que converge a x. Por el mismo argumento anterior,
existe ¢y € Y tal que (f(z],))nen converge a y'.

Observe que para n suficientemente grande, dx (z,,2),) < §, lo que implica que dy (y,y") < 2e.
Como esto es valido para todo € > 0, concluimos que y = 3’. Luego, la existencia de g estd dada por
la Proposicion [3.5.4]

Sea e > 0y sea d > 0 tal que si x e y son puntos en A a distancia menor o igual a §, entonces
f(z)y f(y) estdn a distancia menor o igual que £. Para probar que g es uniformemente continua, sean
z ey en X tales que dx(z,y) < g . Sean (2, )nen € (Yn)nen Sucesiones en A convergente a a x e y
respectivamente. Luego, existe ng € N tal que dx(2n,yn) < §. Como g(z,) = g(x) v g(yn) — 9(y),
existe n > ng tal que dy (g9(zn), 9(7)) < 5 v dy(9(yn), 9(y)) < §. Esto implica que

dy (9(2),9(y)) < dy(g(z), g(zn)) + dy (f(2n), f(yn)) + dy (9(yn), 9(yn)) < e,

lo que prueba que g es uniformemente continua. La unicidad estd dada por el lema anterior. O

Observacién 3.13. El Teorema [3.5.6] no funciona si ¥ no es completo. Por ejemplo, tomemos X =
[0,1], A=(0,1), Y =(0,1),y f: A=Y la identidad. Si existiera una extensién g: [0,1] — (0,1) de
f, para (z,)nen convergente a x = 1 se tendria g(x,) = x, converge a x = f(x), lo que no puede ser

pues z = 1 no pertenece a (0,1).

Observaciéon 3.14. El Teorema tampoco funciona si f no es uniformemente continua. Por
ejemplo, sean X =Y = [-1,1], A= [-1,1]\ {0} y f: A — Y dada por f(x) = sin(2).

x
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Esta funcién es continua pero no uniformemente continua, pues alrededor de 0 las oscilaciones se
hacen cada vez més frecuentes sin disminuir su amplitud, lo que no permite extenderla a [—1,1] de

manera continua.

Ejercicio 3.5.7 ]

Considere el espacio M,,(R) de matrices cuadradas de tamano n con coeficientes en R con la
norma dada por ||A| = méxi<; j<n |a;;| para toda matriz A = (ai;)1<i,j<n- Recuerde que el
polinomio caracteristico de A estd dado por la expresién pa(A) = det(A — AI) para todo A € R.

1. Muestre que si A, B € M, (R) y A es invertible, entonces pap = ppa.

2. Considere el espacio de polinomios a variable real R[z] con la norma ||p|| =
supyepo,1) [P(A)|. Muestre que la funcién que asigna a una matriz su polinomio car-
acteristico es continua.

3. Muestre que el conjunto de las matrices invertibles GL,,(R) es denso en M,,(R).

4. Concluya que pap = ppa para todo par de matrices A, B € M,,(R) (no necesariamente

invertibles).

3.6. Completacién de un espacio métrico

En esta seccién probaremos que todo espacio métrico puede ser visto como un subconjunto denso
de otro espacio métrico que es completo. En otras palabras, si el espacio métrico no es completo,

entonces es posible completarlo de manera de obtener un nuevo espacio métrico que si es completo.

Teorema 3.6.1: Completacion de un espacio métrico

Sea (X,d) un espacio métrico. Existe un espacio métrico completo ()? ,c/l\) y una isometria
f: X — X , tal que f(X) es denso en X. El espacio ()? , c/l\) es unico, salvo isometria biyectiva,

y se llama la completacién de (X, d).

La demostraciéon del teorema anterior se puede esquematizar de manera intuitiva del siguiente
modo. Si existiese una sucesién de Cauchy que no converge, debemos asignarle de manera artificial
un “limite”. Con este fin, consideraremos la clase de equivalencia de todas las sucesiones de Cauchy
tales que para todo € > 0 su términos estén eventualmente a distancia menor que €. Esta clase de
equivalencia puede interpretarse como un limite de la secuencia. Lo que haremos serd dotar al espacio
X de estas clases de equivalencia de una métrica d de modo tal que X pueda identificarse, mediante

una isometria, con un subconjunto denso de X.

DEMOSTRACION. Probemos primero la unicidad (salvo isometria). Sean ()?1,31) y ()?2,&\2) dos
espacios métricos completos tales que existen isometrias f1: X — )?1 v fo: X — )A(g, con f1(X) denso
en )Afl y f2(X) denso en )A(g. Como f; es inyectiva, fflz f1(X) — X estéd bien definida. Definimos
entonces f = fo o fflz f1(X) — )?2. Esta funcién es una isometria, por lo tanto, es uniformemente
continua. Como )?2 es completo y f1(X) es denso en X 1, existe g: X 11— )?2 uniformemente continua
que extiende a f. Veamos que g es una isometria biyectiva:

Sean = e y en X, y sean (2, )nen € (Un)nen sucesiones en f1(X) convergentes a x e y respectiva-
mente. Ya que g(z) = lim, 00 f(zn) v 9(y) = lim, 00 f(yn), para e > 0 existe ng € N tal que para
todo n > ny,

~ o~ o~

da(g(x), 9(y)) < do(g(x), f(@n)) + da(f(xn), f(yn)) + d2(f(yn), 9(»))
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<e+ C/Z\Q(f(xn)af(yn))
= e+ di(Tn, Yn)
<e+ (/i\l(xnax) + C/i\l(xvy) + El(yﬂl/n)

Tomando n més grande si es necesario, tenemos que

da(g(), 9(y)) < 2¢ + di(,y).

Como esto es vélido para todo & > 0, conclufmos que da(g(z), g(y)) < di(z,y). De forma similar
se prueba que cﬁ(azy) < @(9(1)79(;1/))7 lo que muestra que g es una isometria. Toda isometria es
inyectiva, por lo tanto, solo queda mostrar que g es sobreyectiva.

Para esto, observe que f(f1(X)) = f2(X) es denso en Xa, y que f(f1(X)) C g(X1). Luego, para
mostrar que g es sobreyectiva basta probar que g(Xl) es cerrado. Considere (y,)nen una sucesién de
elementos de g(Xl) que converge a y € Xg7 y sea &, € X, tal que g(x,) = Yn, para todo n € N. Como
(yn)nen es convergente es de Cauchy. Por lo tanto, para todo € > 0 existe ng € N tal que para todo
n,m > ng se tiene que

C/l\Q(ynaym) = C/i\l(xmmm) <e.
Esto muestra que (2, )nen también es de Cauchy, por lo tanto, la completitud de X 1 implica que existe
T € )Afl tal que z,, — z. La continuidad de g implica que g(x,) = y, — g(z), lo que muestra que
y=g(x) € g()/(\’l). Por lo tanto, g()?l) es cerrado y en consecuencia g es una isometria biyectiva.

Para probar la existencia de ()A( , c?)7 considere el conjunto
X = {(zn)nen sucesién de elementos de X : (2, )nen es de Cauchy }.
Sobre X se define la siguiente relacién:
(@n)nen ~ (Yn)nen <= 1 d(zn,yn) = 0.

Esta es una relacién de equivalencia, y denotamos por X el espacio cuociente de esta relacién. Definimos

sobre X x X la siguiente aplicacion:

d([(zn)nen], [(Yn)nen]) = Hm d(zy,,yn).
n—roo
Para verificar que d esté bien definida, hay que comprobar que lim,,,~ d(x,,y,) existe y que este

limite no depende de los representantes de la clase que se escojan. Para lo primero, observe que

AT, Ym) < AT, ) + (T, Yn) + A(Yns Ym)-

De donde se deduce que

AT, Ym) — AT, Yn) < ATy ) + A(Yims Yn)-

Intercambiando el rol de n y m se obtiene que |d(Zm, Ym) — d(@n, Yn)| < d(@m, Tn) + d(Ym, yn) v por
lo tanto (d(Zn, Yn))nen s una sucesién de Cauchy en R, por lo tanto, lim, o d(zn, yn) existe.
Para lo segundo, sea (2),)nen € [(@n)nen]. Dado € > 0 existe N € N tal que para todo n > N se

tiene que d(x),,x,) < e. Se sigue que
d($;z7 yn) < d(x;w xn) + d(xnv yn) < d(l’na yn) + €.

Cambiando el rol de !}, y x,, se obtiene que |d(z,, yn) —d(zn, yn)| < €. Como ¢ es arbitrario, se concluye
que los limites limy, o0 d(Zn, yn) ¥ limy 00 d(x),,y),) son iguales.

Esto muestra que d est4 bien definida. Ademds d es una métrica, por lo tanto, ()? ,d) es un espacio

métrico.
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Definimos f: X — X de la manera siguiente:
f(z) = [(xn)nen], donde x, = x para todo n € N.

Esta funcién esta bien definida pues la sucesién tal que todos sus términos son iguales a x es convergente
y entonces es de Cauchy. Es claro que f es una isometria. Para verificar que f(X) es denso en X ,
considere [(#n)nen] € X. Para cada k € N, sea ((y*)n)nen la sucesién constante y¥ = x4, para
todo m € N. Observe que [(y¥),en] = f(zx), por lo tanto, [(y¥)nen] € f(X). La idea es probar que

([(yﬁ)neN})keN converge a [(x,)nen]. Para esto, note que

A([(n)nenl, [(@E)nen]) = lm d(w,, z3).

n—oo

Por lo tanto, como (z,)nen es de Cauchy, para e > 0 existe ng € N tal que para todo m > ny,

&\([(xn)neN]a [(x?)neN]) <e.

Esto muestra que ([(2%)nen])ren converge a [(2n)nen]. Por lo tanto, f(X) es denso en X.
Veamos ahora que (X, d) es completo. Sea ([(2™)nen])men una sucesién de Cauchy en X. Luego,
para todo £ > 0 existe n. € N tal que si m, k > n., entonces

d([(x1)nen), (25 nen]) = lim d(z,ak) <e.

n— oo

Para ¢ = % llamamos n,, a n.. Observe que si k& > m, podemos suponer que ny > n,,. También

podemos tomar I > l,,,, donde

1
Nm m
A o) < i
Considere la sucesion (Y, )men definida por
Ym = JL’Z:L”

Para k > m se tiene que

k—1 k—1

Ay, yk) < Y dys, ysrr) = Y dlay,z)o) < > 1/207h
s=m s=m s>m

Esto muestra que (ym)men es una sucesién de Cauchy en X, y entonces [(Ym )men] € X. Adems3s,

o~

d([(xﬁm)mGNL [(ym)mGN]) = lim d(xﬁmym)

m—00
= lim d(zF  amm

M—00 ( m) lm)
< lim d(zf,zF )+ lm d(zF ')
~ m—oo m m—00 > Pl /-

Como (2F,)men es de Cauchy, lim,, o d(zF,, xé“m) = 0. Para k > n,,, se tiene

Jim (et i) < 1727

m

m) en])men. Esto muestra que (X, d) es completo. O

Luego, [(ym)men] es el limite de ([(z

Observacion 3.15. El conjunto de los nimeros reales puede a priori “construirse” a partir de los
racionales utilizando la construccién anterior. Sin embargo, en la demostracién utilizamos varias veces
el hecho de que R es completo, por lo cual se cae en un argumento circular. Es posible modificar
aquellos argumentos de modo tal que solo se utilice una “distancia” racional que se extiende a valores

en su completacion, sin embargo tal tipo de argumentos estan fuera del alcance de éste apunte.






Capitulo 4

Espacios de funciones

Sean (X, dx) e (Y,dy) dos espacios métricos. Nos interesaremos en conjuntos de funciones entre
X e Y que satisfacen propiedades interesantes con respecto a las métricas. Por ejemplo, podemos
considerar los conjuntos siguientes:
» C(X,)Y)={f: X =Y | f es una funcién continua }.
s L(X,Y)={f: X =Y | f es una funcién lineal }.
» B(X,)Y)={f: X -5 Y | f es funcién acotada }.
= R[z] = {p: R = R | p es un polinomio }.
El objetivo de este capitulo es estudiar nociones de convergencia en estos espacios. En particu-
lar, estudiaremos dos nociones de convergencia: convergencia puntual y uniforme. Antes de entrar en
ello daremos una pequena generalizacién de la nocién de limite de cédlculo y de su relacién con la

continuidad.

4.1. Convergencia puntual

Sean (X, dx) e (Y, dy) dos espacios métricos. Nos interesaremos en secuencias de funciones ( f,,)nen
donde f,: X — Y. La pregunta que queremos resolver es jqué significa que la secuencia (f,,)nen sea
convergente hacia una funcién f: X — Y7

Mostraremos que hay al menos dos respuestas, y que una de ellas es “mejor” que la otra en lo que

respecta a preservar propiedades como la continuidad, poder intercambiar limites, etc.

Definicion 4.1.1

Sean (X,dx) e (Y,dy) dos espacios métricos y (fn)nen una secuencia de funciones de X en
Y. Decimos que la secuencia de funciones (f,)nen converge puntualmente a una funcién
f: X =Y sipara todoz € X

La funcién f se denomina el limite puntual de la secuencia (f,,)nen-

Es decir, (f,)nen converge puntualmente a f si y solamente si
Vz € X,Ve > 0,3N € N,Vn > N, [dy (fu(z), f(z)) <€].

Observaciéon 4.1. La definicién de limite puntual no usa en ningin modo la métrica de X.

Ejercicio 4.1.2

Muestre que la secuencia de funciones (f,,)n>1 dada por f,: R — R definida como f,(z) = %2

converge puntualmente a la funcién constante igual a 0.

75
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Ejercicio 4.1.3 ]

Construya una secuencia (f,)nen de funciones f,,: R — R sin limite puntual.

[ Ejercicio 4.1.4 ]

Caracterice la convergencia puntual de una secuencia (f,)nen de funciones f,,: R — Y donde

(Y,dy) es un espacio con la métrica discreta.

[ Ejemplo 4.1.5: El limite puntual no respeta la continuidad

Sea n > 1y considere f,: [0,1] — R dada por f,(z) = ™. Tenemos que el limite puntual de
(fr)n>1 estd dada por la funcién g¢: [0,1] — R dada por:

, 0 si0<z<1
lim f(z) = g(z) =
oo 1 siz=1

Para todo n > 1, la funcién 2™ es continua en [0, 1], sin embargo el limite puntual ¢g no lo es.

El préximo ejemplo mostrard que la convergencia puntual tampoco se comporta bien con los

limites, en el sentido de que no se pueden intercambiar ambas nociones de limite.

[ Ejemplo 4.1.6: El limite puntual no se puede intercambiar con el limite usual ]

Sea (fn)n>1 la misma secuencia del Ejemplo (i.e fo(z) = ™) y sea g su limite puntual.
Por un lado

lim ( lim fn($)> = lim 1=1.

n—o0 \ z—1,2€(0,1) n—r00
Por otro lado,

lim ( l{m fn(x)) = lim g(x)=0

z—1,2z€(0,1) \n—o0 z—1,2z€(0,1)

En consecuencia no es posible en general intercambiar el limite con la convergencia puntual.

El préoximo ejemplo mostrard que la convergencia puntual tampoco se comporta bien con respecto

a la integral, inclusive si cada una de las funciones en la secuencia es continua y tiene la misma integral.

[ Ejemplo 4.1.7: El limite puntual no se puede intercambiar con la integral

Sea (fn)n>2 la secuencia de funciones f,: [0,1] — R dadas por

n’x siz €0, 1]
fo(®) =< 20 — nx sixe(%,%]
0 siz e (2,1).

Es claro ver que cada una de las funciones f,, es continua y su integral es fol fndx = 1. También
es obvio que el limite puntual de f,, es la funcién constante igual a 0. Tenemos entonces que

por un lado
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1
lim [ fu(z)de= lim 1=1.

n— oo 0 n—oo

/01 (nlgnéo fn(x)) dz = /01 0dx=0.

En consecuencia no es posible en general intercambiar la integral con la convergencia puntual.

Y por el otro lado,

A pesar de estos ejemplos negativos, la convergencia puntual si es util cuando buscamos preser-
var propiedades suficientemente “rigidas”. El siguiente ejercicio busca mostrar que el limite puntual

preserva la linealidad en dimensién finita.

Ejercicio 4.1.8 ]

Sean k,m > 1y (fn)nen una secuencia de funciones lineales f,: R¥ — R™. Muestre que si la

secuencia (f,)nen converge puntualmente a f entonces f es lineal.

Observacion 4.2. El resultado del ejercicio anterior es un caso especial que se desprende del Teorema
de Banach-Steinhaus (ver Teorema y Corolario [5.4.2)). Este resultado permite mostrar que lo an-
terior es cierto para secuencias arbitrarias de funciones lineales continuas entre dos espacios vectoriales

normados, donde el espacio de partida es completo.

La razoén por la cual la convergencia puntual se comporta tan mal, es que si bien para cada x € X
la secuencia f,(z) converge a un valor, es posible que la “velocidad” a la cual esta secuencia converja
sea muy distinta para cada z. La proxima nocién de convergencia impone que esta velocidad sea

“uniforme” para todo x € X.

4.2. Convergencia uniforme

Definicion 4.2.1

Sean (X,dx) e (Y,dy) dos espacios métricos y (fn)nen una secuencia de funciones de X en
Y. Decimos que la secuencia de funciones (f,,),eny converge uniformemente a una funcién

f: X — Y sipara todo € > 0 existe N € N tal que para todon > Ny z € X,

dy (fn(z), f(z)) <e.

La funcién f se denomina el limite uniforme de la secuencia (f,)nen-

Es decir, (f)nen converge uniformemente a f si y solamente si

Ve >0,IN € N,¥n > N,V € X, [dy(fn(z), f(z)) <.

Observacion 4.3. Si el limite uniforme de una secuencia de funciones existe, entonces el limite puntual

también existe y estos coinciden.

[ Ejercicio 4.2.2

Sea I un conjunto acotado de R con la métrica euclidiana. Muestre que la secuencia de funciones
. 2 . .7 .
fn: I — R definida como f,(z) = Z- converge uniformemente a la funcién constante igual a 0.

. qué sucede si reemplazamos I por R?
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Ejercicio 4.2.3 ]

Muestre que las secuencias de funciones de los Ejemplos [£.1.6] and [£.1.7] no convergen uniforme-

mente.

4.3. Propiedades de la convergencia uniforme

Recordemos que la convergencia puntual se comporta mal con respecto a la continuidad, limites e

integrales. Mostraremos que la convergencia uniforme es mejor en estos aspectos.

Proposicion 4.3.1: Intercambio de limite y limite uniforme

Sean (X, dx) e (Y,dy) espacios métricos y suponga que (Y, dy) es completo. Sea £ C X y xg
un punto de adherencia de E. Suponga que
= (fn)nen es una secuencia de f,: E — Y que converge uniformemente a f: £ — Y.

s Para todo n € N, limy_, ;. zer fo(x) existe.

Entonces se tiene que

lim lim fn(x)) existey lim f(z)= lim ( lim fn(x))

n— 00 (m%mo,IGE r—xo,2€EE n—oo \ z—xg,z€E

DEMOSTRACION. Dado que para todo n € N, lim, ., zer fn(z) = yn existe, podemos considerar
la secuencia (Y, )nen de esos limites. Probaremos primero que es una secuencia de Cauchy.

Sea 1 > 0. Cémo (fn)nen converge uniformemente a f, tenemos que para € = 7 existe N € N tal
que para todo n > N y x € E entonces dy (f,(z), f(z)) < e. Por otro lado, para todo n € N como
lim, 20,2cE fn(2) = Yn, tenemos que para e’ = 7 existe 6], > 0 tal que si x € N Bx (o, 9;,) entonces
dy (fn(2),yn) <€

Sean m,n > N y sea T € Bx(xg, min(d,,,d,,)) N E. Usando la desigualdad triangular cuatro veces

obtenemos que:

dY(ymayn) < dY(y’V‘Vh fm(‘f)) + dY(.fm(j:)v f(j)) + dY(f('f)’ fn(j:)) + dY(fn(i')vyn)
<2 +2¢

=1.

Es decir, para todo 1 > 0 podemos encontrar N € N tal que para todo n,m > N, dy (Ym,Yn) < 1,
lo cual significa que (yy)nen es de Cauchy.
Como (Y, dy) es completo, concluimos que la secuencia (y,)nen converge a algin g € Y y por lo

tanto

lim ( lim fn($)> existe y es igual a 3.
n—oo \ x—xg, €L

Finalmente, mostremos que limy ., zep f(z) = §. Nuevamente, sea 77 > 0 y tomemos ¢ = g
Por un lado, por la convergencia uniforme sabemos que existird N; € N tal que para todo n > Ny y
x € E entonces dy (fn(z), f(z)) < . Por el otro lado, por la segunda condicién, sabemos para todo
n € N existe 0 > 0 tal que para todo x € E N Bx(xo,d,) tenemos que dy (fn(x),yn) < €. Finalmente,
como (yp)nen converge a g, tenemos que existe un No € N tal que para todo n > N’ tenemos que
dY (y’ﬂ7 g) S g.

Usando los tres argumentos anteriores tenemos que para todo i > 0, si tomamos N = mdx(Ny, Na)

y el valor > 0 determinado por € y N, entonces para todo x € E N Bx(xg,0n)
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dy (f(z),9) < dy(f(2), fn(2)) +dy (fn(z),yn) + dy (yn, §)

:']7.

En otras palabras, que lim,_,;, .ep f(z) = 7. O

Observacién 4.4. En el resultado anterior la completitud de (Y, dy) tan solo se utilizé para mostrar
que la secuencia (lim,_ 4, ze & fn(Z))nen converge a un elemento de Y. Si podemos asegurar de otra

forma que esa secuencia es convergente, podemos prescindir de la hipdtesis de completitud,

Una consecuencia de este resultado (y la observacién) es que el limite uniforme de funciones

preserva la continuidad.

Teorema 4.3.2: La convergencia uniforme preserva la continuidad

Sean (X,dx) e (Y,dy) espacios métricos y (fn)nen una secuencia de funciones continuas

fn: X = Y que converge uniformemente a f: X — Y. Entonces f es continua.

DEMOSTRACION. Recordemos que f es continua si y solamente si para todo zo € X lim,_,, f(z) =
f(xo). En particular como cada funcién f,, es continua obtenemos que lim,_,,, fn(z) = fn(z¢). Como

(fn)nen converge uniformemente a f obtenemos que

i (,Jim ) = Jin o) = S0l

En particular como lim,,_, oo (imy—s 4, »er fn(x)) existe podemos prescindir de la hipdtesis de completi-

tud en la proposicién anterior y obtenemos que

lim f(z) = f(zo),

r—rTo

lo cual significa que f es continua en xy. Como x( es arbitrario esto prueba que f es continua. O

[ Ejercicio 4.3.3 ]

Sean (X, dx) e (Y, dy ) espacios métricos, (f,,)nen una secuencia de funciones continuas f,: X —
Y que converge uniformemente a una funcién f: X — Y. Finalmente, sea (z,),en una secuencia

de valores en X que converge a un valor z. Muestre que

n—oo
Antes de introducir el préximo resultado, debemos recordar la nocién de funciéon acotada.

Definicion 4.3.4: Funcién acotada

Sean (X,dx) e (Y,dy) espacios métricos. Una funcién f: X — Y se dice acotada si existe
r>0eyeY tal que f(X)C By(y,r).
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Proposicion 4.3.5: La convergencia uniforme preserva la propiedad de ser acotada

Sean (X,dx) e (Y,dy) espacios métricos y (fn)nen una secuencia de funciones acotadas

fn: X = Y que converge uniformemente a f: X — Y. Entonces f es acotada.

DEMOSTRACION. Cémo (f,)nen converge uniformemente a f, tenemos que para € = 1 existe
N € N tal que para todo n > N y = € X entonces dy (f,(x), f(z)) < 1. Por otro lado, como fy es
acotada existe yy € Y y ry > 0 tal que fy(z) € By (yn,7n) para todo z € X.

Combinando estas dos propiedades, tenemos que para todo = € X,
dy (f(x),yn) < dy (f(@), fn(2) + d(fn(2),yn) <1+ 7N
Es decir, f(x) € B(yn, 1+ ry) para todo z € X, lo cual muestra que f es acotada. O

El siguiente ejercicio mostrard que es en la proposicién anterior, la condicién de convergencia

uniforme es relevante, es decir, no basta con convergencia puntual.

Ejercicio 4.3.6 ]

Construya una secuencia de funciones continuas f,: R — R acotadas cuyo limite puntual exista

y no sea una funcién acotada.

Proposicion 4.3.7: Intercambio de integral y limite uniforme

Sea I = [a,b] y (fn)nen una secuencia de funciones f,: [a,b] — R Riemman integrables que

convergen uniformemente a una funcién f: [a,b] — R. Entonces f es Riemman integrable y

n— oo

b b
/ f(z) dz = lim fn(z) da.

DEMOSTRACION. Recordemos que una funcién f: [a,b] — R es Riemman integrable si los valores

/ fdz = fuf / / fdx:igl; / be(x) dz

coinciden, donde ¢ y u son funciones constantes por pedazos.
Usando que (f,)nen converge uniformemente a f, tenemos que para todo £ > 0 existe N € N tal

que para todo n > N y z € [a, b] tenemos que |f,(z) — f(x)| < e. En particular tenemos que

/ab(fn(x) —¢)dzx < /“bf(x) da < /“bf(x) dr < /ab(fn(x) +e)da

Cémo asumimos que f, es Riemman integrable, podemos reemplazar el primer y ultimo elemento en

la inecuacién superior y obtenemos:

/an(x) dx—(b—a)sg/abf(ac) dxg/abf(a:) dxg/abfn(a:) dz + (b—a)e.

De donde deducimos que

/ dx—/f dx<</ fo(@) dz+ (b—a)e )(/abfn(x)dx(ba)a>

<2(b—a)e
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Como ¢ es arbitrario, obtenemos que ambos valores coinciden y por lo tanto f es Riemman integrable.

La misma desigualdad anterior muestra que para todo n > N

/abf(x) dz — /abfn(x) dz

b b
/ f(z) dz = lim fn(x) da.

n— oo

<e(b—a).

De donde podemos deducir que

O

Observacion 4.5. Un resultado similar es valido en espacios mas generales si reemplazamos la integral
de Riemman por la integral de Lebesgue con respecto a una medida, aunque no estudiaremos esto en
este curso. En ese caso es posible inclusive utilizar la convergencia puntual con hipdtesis adicionales, ver

teorema de la convergencia dominada (https://en.wikipedia.org/wiki/Dominated_convergence_theorem).

[ Ejercicio 4.3.8: (dificil) Teorema de Dini l

Sea (X, dx) un espacio métrico compacto y (fn)nen una secuencia de funciones f,: X — R.
Suponga que:

1. Para todo n € N, f,, es continua.

2. (fn)nen converge puntualmente a una funcién f: X — R continua.

3. paratodon € Ny z € X, f,(x) > fny1(x). Es decir, la secuencia (f,,)nen €s monoétona.
Pruebe que (f,)nen converge uniformemente a f.
Indicacion: Parae > 0 defina K,, = {x € X : |fn(z)— f(x)| > e}, demuestre que )

y utilice la compacidad.

nENK" =4

La solucién del ejercicio anterior puede encontrarse en la prueba del Teorema 7.13 de [Rud76].

4.4. La métrica del supremo para la convergencia uniforme

En esta seccién definiremos una métrica en espacios de funciones cuya nocién de convergencia

coincide con la convergencia uniforme de funciones.

Definicién 4.4.1: Métrica del supremo

Sean (X,dx) e (Y,dy) dos espacios métricos. Definimos el espacio de funciones acotadas entre
X eY como

B(X,Y)={f: X =Y | f esacotada }.
definimos también la métrica d: B(X,Y) x B(X,Y) — R>( como

La letra B del conjunto B(X,Y) proviene del ingles “bounded” que significa “acotado”. A la
métrica que acabamos de definir se le denomina métrica del supremo. En algunos contextos se le
puede denominar también la métrica L>° (L-infinito). Formalmente, el nombre L suele utilizarse en
el contexto de espacios de medida y significa algo ligeramente distinto a lo anterior. Esa nocién sera

estudiada en el curso de teoria de la medida.
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Ejercicio 4.4.2 ]

Calcule dw(f, g) para los pares de funciones f: X =Y, g: X — Y siguientes:
= X =10,1], Y =R con la métrica euclidiana, f = 2z, g = 3x.
= X =R con la métrica euclidiana, Y = {0, 1} con la métrica discreta. f, g dos funciones
distintas.
iqué pasa si en el primer caso tomamos X = R? ;jpor qué pedimos que las funciones sean

acotadas?

Ejercicio 4.4.3 ]

pruebe que do, es una métrica en B(X,Y).

[ Ejercicio 4.4.4 ]

Sea (E, ||| g) un espacio vectorial normado. Dada f € B(X, F), definamos
[fllsc = sup||.f(z)l|&-
zeX

Pruebe que ||-||cc €s una norma en B(X, F) y que

Proposicion 4.4.5

Sean (X,dx) e (Y, dy) dos espacios métricos y (fn)nen una secuencia de funciones en B(X,Y).
La secuencia (fy,)nen converge uniformemente a f: X — Y si y solamente si (f,,)nen converge

en la métrica do a una funcién f € B(X,Y).

DEMOSTRACION. Supongamos que ( f, )nen converge en la métrica ds, a una funcién f € B(X,Y),
eso quiere decir que para todo € > 0 existe N € N tal que para todo n > N

dOO(f7 fn) = Sggdy(f(x)afn(x)) <e

En particular, para todo x € X dy (f(x), fn(x)) < e. Esto significa que (f,,)nen converge uniformemente
a f.
Si (fn)nen converge uniformemente a f entonces para todo € > 0 existe N € N tal que para todo
n>NyzxelX
dy (f(x), fn(x)) <e.
En particular sup,¢x dy (f(z), fn(x)) < €. Sélo falta demostrar que f € B(X,Y), pero ya vimos la

clase pasada que el limite uniforme de funciones acotadas es acotada. O

Hemos demostrado que, para funciones acotadas, la convergencia uniforme de funciones esta dic-
tada por una métrica en un espacio de funciones, entonces podemos pensar abstractamente en el limite

uniforme de funciones, como un limite de sucesiones en un espacio métrico.
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[ Ejercicio 4.4.6 J

Muestre que si (Y, dy) es completo, entonces el espacio de funciones acotadas B(X,Y) con la

métrica del supremo es completo.

Definicién 4.4.7: Espacio de funciones continuas

Sean (X,dx) e (Y, dy) dos espacios métricos. Definimos el espacio de funciones continuas entre
X eY como
C(X,Y)={f: X =Y | fescontinua }.

Lamentablemente, la métrica d., no esta bien definida para funciones continuas en general.

[ Ejercicio 4.4.8 ]

Construya dos funciones continuas f,g: R — R tal que la distancia del supremo entre ellas no

esté bien definida.

Definicién 4.4.9: Espacio de funciones continuas y acotadas

Sean (X, dx) e (Y,dy) dos espacios métricos. Definimos el espacio de funciones continuas aco-
tadas Cp(X,Y) entre X e Y como

Co(X,Y)=C(X,Y)NB(X,Y)={f: X =Y | f escontinua y acotada }.

Dotamos a Cp(X,Y) de la métrica d, heredada de B(X,Y).

Observacién 4.6. C,(X,Y) es un subconjunto cerrado de B(X,Y). En efecto, dada una sucesién
convergente de funciones en Cp(X,Y), cdmo el limite uniforme de funciones continuas es continuo,

obtenemos que el limite estd también en Cp(X,Y).

Observacién 4.7. Si (X, dx) es un espacio métrico compacto, entonces automéaticamente toda funcién
continua es acotada, y tenemos que

C(X,Y) =Cy(X,Y).

Observacién 4.8. Hay un truco que permite estudiar C'(X,Y") usando la métrica do,. Si reemplazamos

la métrica dy por la métrica dy dada por:

dy (y1,y2) = min(dy (y1,92), 1),

entonces artificialmente todas las funciones f: X — Y se vuelven acotadas y tenemos Cp(X,Y) =
C(X,Y). Hay que tener sin embargo en consideracién que si bien esto permite extender la convergencia
de funciones continuas acotadas a todas las funciones continuas, hemos cambiado la métrica en Y y

algunas propiedades cambian (por ejemplo, ahora todo conjunto en Y es acotado).
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Teorema 4.4.10: El espacio de funciones continuas acotadas es completo

Sean (X, dx) e (Y, dy) espacios métricos y suponga que (Y, dy ) es completo. Entonces el espacio
Cy(X,Y) con la métrica do, heredada de B(X,Y") es completo.

DEMOSTRACION. Sea (fy)nen una secuencia de Cauchy de funciones f,: X — Y con la métrica
d~ . Es decir, tenemos que para todo € > 0 existe N € N tal que para todo n,m > N, doo(fn, fim) < €.

En particular, para todo T € X la secuencia (f,(Z))nen también es de Cauchy. Como (Y, dy) es
completo, tenemos que

lim f,(Z) existe.
n—oo

Definamos f: X — Y por f(z) = lim, fn(x). Es claro que éste es el limite puntual de (f,)nen-
Probemos que también es el limite uniforme.

Sea n > 0, y escojamos N € N dado por el hecho de que (f,)nen es una secuencia de Cauchy
para ¢ = Z. Fijemos n > N y para cada € X tomemos m(x) > N tal que dy (fp(z)(z), f(z)) < e.

Tenemos entonces que para todo x € X,y n> N

Por lo tanto (f,,)nen converge uniformemente a f. Como cada f,, es continua y acotada, los resultados
de la clase anterior muestran que f es también continua y acotada. Luego f € Cy(X,Y). O
4.5. Series de funciones y el criterio M de Weierstrass

En lo que sigue asumiremos consideraremos funciones f: X — R donde (X,dx) es un espacio
métrico y R estd dotado de la métrica euclidiana. Dadas dos funciones f,g: X — R, tiene sentido
definir la funcién f 4+ ¢g: X — R dada por

(f +9)(z) = f(z) + g(z) para todo = € X.

De modo andlogo, dadas n funciones f1,..., f,: X — R podemos definir su suma >, _, fx como

(Z fk> () = fi(x) + falx) + - - + fu(x) para todo z € X.
k=1

En esta seccion le daremos sentido a una suma “infinita” de funciones como limite de sus sumas
parciales, para hacer ello, requeriremos precisar una nocién de convergencia para funciones. Debido
a su buen comportamiento con respecto a la continuidad y limites, la convergencia uniforme es una
opcién adecuada, aunque en algunos casos puede ser conveniente tan solo considerar convergencia

puntual.

[ Ejemplo 4.5.1 ]

En el curso introductorio de calculo, se define la funciéon exponencial exp: R — Rs ¢ como
no ok

; T\" , a5

exp(z) = lim <1 + 7) = lim & para todo z € R.

n !

n— o0 n—oQ

Notemos que si definimos fx(z) = szl: entonces para todo € R, exp(z) = Umy,_y00 Y pey fi(T).
k
Es decir, la secuencia (S, )nen dada por S,(z) = Y7, % converge puntualmente a exp(z).

jconverge uniformemente la secuencia (Sy,)nen?
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Definicion 4.5.2: Serie

Sea (X, dx) un espacio métrico y (f,)n>1 una secuencia de funciones f,,: X — R. La secuencia

de sumas parciales es la secuencia (S, ),>1 de funciones dada por
n
Sp(z) = Z fx(x) para todo = € R.
k=1

Decimos que la serie generada por (fn)n>1

= Converge puntualmente si (S,)n>1 converge puntualmente.

» Converge uniformemente si (S,),>1 converge uniformemente.

En cualquier caso, denotamos la funcién limite > -, fx.

[ Ejercicio 4.5.3 ]

Para n > 1, sea f,, = 2™ definida en (—1,1). Muestre que la serie generada por la secuencia

(fn)n>1 converge puntualmente pero no uniformemente a la funcién f: (—1,1) — R dada por

flx) = 1%

Daremos un criterio util para mostrar que una serie de funciones acotadas y continuas, es decir,

funciones en Cy(X,R), converge uniformemente. Hablamos del criterio M de Weierstrass.

Proposicion 4.5.4: Criterio M de Weierstrass

ea (X,dx) un espacio métrico n)n>1 una secuencia de funciones continuas y acotadas
b =

frn: X — R. Supongamos que el limite
n
1i iste.
Jim Z”fk”oo existe
k=1
Entonces la serie generada por (fy,)n>1 converge uniformemente.

Notemos que la condicién de que lim,, o0 D, || fx|/oo exista es simplemente la nocién de limite

usual de secuencias en R, por lo tanto es més fécil de verificar que la convergencia uniforme de (Sy,)pen-

Observacién 4.9. Silogramos encontrar una secuencia de niimeros reales no-negativos (M, ),cn tales

que M =3 M, < ooy tales que || ful|cc < M, para todo n € N, entonces claramente

n n
im ;Ilfk\loo < nlggo;Mk =M < oo.

Como la secuencia de sumas es mondtona, lo anterior es suficiente para aplicar el criterio M de

Weierstrass.

DEMOSTRACION. Debemos mostrar que la secuencia de sumas parciales (S, )nen converge uni-
formemente. Recordemos que Cp(X,R) es el espacio de funciones continuas y acotadas de X en R con
la métrica do,. Como para cada n € N, f, € Cp(X,R); tenemos que S,, € Cp(X,R). En particular
como el espacio Cy(X,R) es completo por el Teorema basta probar que la secuencia (S, )nen €s
de Cauchy en Cp(X,R).
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En efecto, como im0 Y ;|| filloo existe, tenemos que para todo € > 0 existe N € N tal que

para n,m > N si m > n entonces:

m
Sl <.
k=n

Podemos estimar entonces que para todo x € X:

> @)
k=n

Como la cota no depende de z, concluimos que la secuencia (S, )nen es de Cauchy en Cp(X,R) y en

m
< llfelloo <

k=n

[Sm(x) = Sn(@)| =

consecuencia converge uniformemente. (]

Observacion 4.10. El teorema anterior es igualmente vélido si reemplazamos R por C con la métrica
euclidiana. De hecho, sigue siendo valido si reemplazamos R por un espacio vectorial normado com-
pleto (también llamado espacio de Banach). De hecho, veremos en la iltima seccién que una versién
generalizada del criterio M de Weierstrass puede ser utilizado para caracterizar la completitud de un

espacio vectorial.

Ejercicio 4.5.5 ]

Sea a € [0,1). Paran > 1, sea f,, = " definida en [—a, a]. Muestre que la serie generada por la

x

secuencia (f,)n>1 converge uniformemente a la funcién f: [~a,a] — R dada por f(z) = 1%-.

Compare este resultado con el ejercicio 1.

Ejercicio 4.5.6 ]

Sea I = [a,b] un intervalo y f,: I — R dada por f,(z) = %L Use el test M de Weierstrass para
demostrar que la serie generada por (f,)nen converge uniformemente a la funcién exponencial

en I. j Qué pasa si reemplazamos I por R?

Ejercicio 4.5.7: Una curva de Peano

El objetivo de este problema, es construir una funcién continua y sobreyectiva ®: [0, 1] — [0, 1]2.
Por definiciéon este homeomorfismo es una curva, y éste tipo de curvas se suelen denominar
curvas de Peano o curvas que recubren el plano, en honor al primer ejemplo de una
curva de este estilo definida por Peano. En este problema daremos un ejemplo maés sencillo que

fue presentado por I1.J. Schoenberg.
1. Muestre que existe una funcién continua f: R — R tal que para todo t € R
a) f(t) €[0,1],
b) f(t+2) = f(®),
o) f(t) = 0 site (0,%),
1 site(3,1).
2. Sea f la funcién del punto anterior. Definamos ®: [0, 1] — [0, 1]? por
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donde . .
z(t) =) 27 (3P, y(t) => 27" f(3°").
n=1 n=1

Muestre que la funcién ® esta bien definida y es continua. Es decir, que las series que
definen z(t) e y(¢) convergen uniformemente para ¢ € [0, 1].
3. Muestre que la funcién ® es sobreyectiva.

Indicacion: Todo real ¢ € [0,1] puede representarse en binario como

oo
_ —n
C—E 2@y
n=1

donde (¢y,)n>1 s una secuencia en {0,1}. En particular, si se suponepone dos de estas
secuencias (una en las posiciones pares y otra en las posiciones impares), existe una

secuencia (a,)nen en {0,1} tal que (xg,y0) € [0,1]? puede representarse en binario

o0 o0
—n —n
To = g 27 "asn 1 Yo = E 27 "agy,.
n=1 n=1

Basta entonces que demuestre que para toda secuencia (an,)n>1 en {0, 1} existe ¢ € [0, 1]

como

tal que
an, = f(3").

Ejercicio 4.5.8: La curva de Peano no puede ser inyectiva

Considere un espacio métrico (X, d). Decimos que ¢ € X es un punto de corte si X es conexo
pero X \ {zo} no lo es.
= Muestre que I = [0,1] con la métrica euclidiana admite un punto de corte pero que
D = [0,1]? con la métrica euclidiana no admite punto de corte.
= Muestre que si dos espacios métricos son homeomorfos, uno admite un punto de corte
si y solamente si el otro también admite un punto de corte.
= Concluya que I = [0,1] e D = [0,1]? con las métricas euclidianas no son homeomorfos,
y que por lo tanto ninguna curva de Peano (funcién sobreyectiva continua) ¢: I — D

puede ser inyectiva.

4.6. Convergencia uniforme y diferenciabilidad

Comenzaremos con una aplicacién interesante del criterio M de Weierstrass. Recordemos que una
funcién f: R — R es diferenciable en g € R si el limite

lim f(xo+6) — f(zo)

existe .
5—0,R\{0} )

Teorema 4.6.1: Existencia de funciones continuas no diferenciables en ningin punto

Existe una funcién continua y acotada f: R — R que no es diferenciable en ningin punto.

La demostracion que presentaremos es una simplificacion de la prueba original de Weierstrass.

Esta puede encontrarse en su versién original en [Rud76).
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DEMOSTRACION. Consideremos primero la funcién g: R — [0, 1] dada por

T—n si € [n,n + 1] para n par
g(x) = . .
l+n—=a siz € [n,n+ 1] paran impar.
En otras palabras, es la funcién tal que g(x) = |z| en [—1, 1] extendida periédicamente de modo tal

que g(z) = g(x + 2) para todo = € R. Es claro que g es una funcién continua y acotada con ||g||ec = 1.

g(x)

1

Notemos también que la funcién g satisface que |g(z) — g(y)| < |z — y| para todo z,y € R.

Consideremos la secuencia de funciones continuas y acotadas (f,)nen dada por

hie) = (3) st

Para cada n € N, tenemos que || f,[loo = (2)" [|g]lc = (2)" . Tenemos entonces que

n n k
, , 3 1
i, > il =l 3 (5) =is-s

k=0

Por el criterio M de Weierstrass, tenemos que la serie generada por (fy,)nen converge uniformemente.

0o 3 k
z) = - 4k ).
r@ =3 () o)
k=0
Como f es limite de funciones continuas y acotadas, tenemos que también es continua y acotada.

Podemos entonces definir

F1cUrA 1. Una aproximacién de la funcién f.

Para reproducir la imagen anterior, se puede correr el cédigo siguiente en SAGE. Recomendamos
jugar con los parametros del cédigo para obtener distintas imagenes y entender el comportamiento de

la funcion.

ceo. T(x) = abs(2x (((((x-1)/2)-floor ((x-1)/2))-(1/2))));
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....: for i in range(n):
g(x) = g(x) + (3/4)~(~i)*£((4~1)*(x))
....: plot(g,-3,3, color =’black’, axes=False)

Mostremos que f no es diferenciable. Sea o € R y tomemos un valor §,, € {—%4"”7 %4"“} tal que
no exista ningiin entero contenido estrictamente entre 4™xy y 4™ (xg 4 ;). Notemos que siempre es
posible hacer esto, ya que la distancia entre ambos valores es %

Sea ahora n € N y definamos

_ 94" (2o + 0m)) — g(4" o)
T = 5

= Sin > m, entonces 4"J,, es un entero par y g(4™(zo + dm)) = g(4"xp), deducimos entonces

que v, = 0.
» Sin < m, podemos usar que |g(z)—g(y)| < |z—y|, de donde obtenemos que |7y, | < M;M =4,

= Sin = m, entonces como no existe ningin entero contenido estrictamente entre 4™z y 4™ (xo+
dm). Se sigue que
9@ (w0 +0im)) —g(4"20) A" (wo 4 i) — 420 0
Tm = = =4,
Om Om
Ahora analizaremos el limite deseado a través de la secuencia (8,,)men. Tenemos que
n k
flaw +60) = FGao) | _ |1, 3~ (3)" 28400 £ 0m)) = g(4¥0)
Om Om

Luego, obtenemos que

3\" 3Nk oo o3m_1 _3m41
> () - (3) iz e - T oan TS AL
k=0

k=0

f(xO + 6m) - f(ﬂl‘o)
Om

%ﬁw diverge, por lo cual f no puede

Si tomamos m — oo, entonces d,, converge a 0 pero ‘
ser diferenciable en xg. Como elegimos zy de manera arbitraria, concluimos que f no es diferenciable

en ningin punto. O

Observacion 4.11. Histéricamente, el primer ejemplo de funcién sin derivada en ningun punto fue

dado por Weierstrass y es muy similar al anterior. Esta dado por

(o)
flx) = Z a” cos(b*rx)
k=1
Donde a € (0,1) y b es un entero impar que satisface:

3T
b>1+ —.
ab>1+4 B

La prueba en el ejemplo de Weierstrass es muy similar, aunque depende de cotas un poco mas
finas. La ventaja de su ejemplo es que la funcién g(z) en su caso es diferenciable, y luego muestra algo

més fuerte.
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Teorema 4.6.2: Convergencia uniforme no preserva diferenciabilidad

El limite uniforme de funciones acotadas, continuas y diferenciables puede ser una funcién que

no sea diferenciable en ningin punto

Es decir, el limite uniforme de funciones diferenciables no tiene por qué ser diferenciable, al extremo
que podria no ser diferenciable en ningtin punto.

También podemos notar en nuestra construccién, que si bien cada serie parcial es diferenciable,
los valores de las derivadas en cualquier punto no estdn puntualmente acotados. Ejemplifiquemos esto

con un caso més simple.

Ejemplo 4.6.3 ]

Considere (fy,)n>1 donde f,: [0,27] — R estd dada por
1
Te(@) = N sin(nz)

Es claro que ||fnllco = ﬁ y que por lo tanto la secuencia (f,)n,>1 converge uniformemente a

la funcién constante f = 0. Consideremos la secuencia (f},)nen de derivadas
[ (x) = /ncos(nz).

Si consideramos f},(0) = y/n tenemos que la secuencia (f},(0)),>1 diverge, por lo cual ni siquiera

el limite puntual existe en z = 0.

El ejemplo anterior, junto con el ejemplo de Weierstrass, podria llevarnos a pensar que quizas
basta con pedir que la secuencia de derivadas (f},) sea uniformemente acotada. El siguiente ejemplo

muestra que tampoco eso es suficiente para asegurar la diferenciabilidad del limite uniforme.

Ejemplo 4.6.4 ]

Considere (fn)n>1 donde f,: [-1,1] — R estd dada por

falz) =4/2% + %

No es dificil demostrar (ejercicio) que la secuencia ( f,)n>1 converge uniformemente a la funcién

f:[-1,1] — R dada por f(z) = |z|, que no es diferenciable en = 0. También es claro que

1
falloo = y/1+ = <2

Por otro lado, cada f,, es diferenciable en todo [—1, 1] con valor
2
fila) = .
z? + &

Luego f/(0) = 0 para todo n € N, pero f no es diferenciable en 0.

Los ejemplos anteriores muestran que para obtener un teorema que relacione la diferenciabilidad
con la convergencia uniforme es necesario pedir hipétesis adicionales. El siguiente resultado entrega

condiciones suficientes para asegurar aquello.
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Teorema 4.6.5: Condiciones para preservar diferenciabilidad

Sea (fn)nen una secuencia de funciones diferenciables f,,: [a,b] — R tal que existe z¢ € [a, b]
que satisface que (f,,(2o))nen converge. Si (f/),en converge uniformemente, entonces (f,)nen

también converge uniformemente a una funcién diferenciable f tal que f’ es el limite uniforme
/
de (fn)neN-

DEMOSTRACION. Recordemos el teorema del valor medio: para toda funcién f: [a,b] — R continua

en [a,b] y diferenciable en (a,b) existe un valor ¢ € (a,b) tal que

f/(C) _ f(bl)) : i(a)

Sea € > 0. Como (f,,(x0))nen converge, existe N; € N tal que para todo n,m > N; entonces
€

| fn(@o) = fin(2o)| < 5

Por otro lado, como (f!)nen converge uniformemente, existe Ny € N tal que paran,m > Ny y x € [a, b]
€
!/ !
) — )| < ——.
2(0) = I < 55
Tomemos N = mé&x(Ny, Na) y n,m > N para que ambas relaciones anteriores sean ciertas. Aplicando
el teorema del valor medio a la funcién diferenciable f, — f,, en [z1, 23] para valores a < x1 < x2 < b
obtenemos que existe ¢ € (a,b) tal que:

fo(®2) = fn(@2) — (fu(z1) — fm(21))

T2 — T1

= fwlz(c) - f’r/n(c)'

Usando las cotas anteriores tenemos que

Fulia) = finz) = ) + )| = o2 = L 12(0) ~ Ffo)] < 2=t <
Reemplazando uno de los valores x1, x2 por 2o y dejando al otro ser un = € [a, b] arbitrario obtenemos
que

€

[fn(2) = fm(@)| < [fnl2) = fm (@) = ful@o) + fin(20)| + [fn(20) — frm(0)| < % +t3

Como z es arbitrario, esto implica que (f,)nen es una secuencia de Cauchy. Como R es completo,

=E.

concluimos que (f,)nen converge uniformemente a una funcién f: [a,b] — R.

Fijamos ahora Z € [a,b] y definamos las funciones auxiliares

L L@=f@) )= 1@

Tr—x Tr—x
que toman valores en [a,b] \ {Z}. Como cada f,, es diferenciable, obtenemos por definicién que
ful@) = ().

Podemos entonces extender la definicién de ¢, al intervalo [a, b] fijando ¢, (Z) = f/(Z). De este

on(T)

)

lim n
z—Z,x€[a,b]\{Z} v

modo ¢, es continua.

Para todo = € [a,b] \ {2}, tenemos que si n,m > N:

_ |fn(®) = fu(Z) = (fm(z) = fm(Z))] < €
|z — z| ~2(b—a)

lon(z) — Pm ()]

Para T tenemos que:

|on(Z) = om(T)] = [£1(2) = f1u(T) <
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Luego (¢n)nen es también una secuencia de Cauchy en C([a,b],R) y por lo tanto converge uni-
formemente. Como l{im,, o, fr(z) = f(z) concluimos que ¢ es el limite uniforme de la secuencia
((pn)nEN~

Usando el teorema (ver clase 16) que permite intercambiar el limite uniforme con el limite usual

obtenemos que para todo # € X, el limite lim,_z ,c[q,5\ {2} ¢(¥) existe y satisface

Ii ') = I If n = If Ii n(x) = Ii = f'(z).
I = B e B T T o B D) = Bl PO =T
Lo cual termina la demostracién. O

Observacién 4.12. Si asumimos también que cada funcién f}, es continua, podemos reemplazar la
aplicacién del teorema del valor medio por la del teorema fundamental del cdlculo y la demostracion

es un poco més sencilla, ver Teorema 3.7.1 de [Taol6].

Ejercicio 4.6.6 ]

Construir una secuencia de funciones que satisfaga todas las propiedades del teorema salvo que

exista zg € [a,b] tal que (f,(2o))nen converge y tal que la conclusién no sea vélida.

4.7. Familias acotadas de funciones y el teorema de Arzela-Ascoli

En lo que sigue estudiaremos un tépico diferente. Supongamos que tenemos una secuencia (z,)nen
de reales y M > 0 tal que
|z,| < M para todo n € N.

Entonces como {x,}neny € [—-M, M] que es un conjunto secuencialmente compacto, sabemos que la
secuencia (z,)nen tiene una subsucesién convergente.

La pregunta que intentaremos responder ahora es: jSucederd lo mismo para sucesiones “acotadas”
de funciones en C([0,1],R)? Es decir, jes verdad que si tengo una secuencia de funciones acotadas con
respecto a la métrica del supremo en Cp(X,R) entonces necesariamente estas admiten una subsucesién
convergente? Antes de responder esta pregunta, daremos dos nociones sobre qué significa que un

conjunto de funciones sea acotado.

Observacién 4.13. A los subconjuntos de funciones usualmente se les denomina familias. Por lo
tanto, cuando hablemos de una familia F de funciones simplemente se debe interepretar como un

conjunto de funciones.

Definicion 4.7.1

Sea X un conjunto y F una familia de funciones f: X — R. Decimos que la familia F es

= puntualmente acotada si para todo z € X existe M, > 0 en R tal que para todo
feF,
|f(@)] < M.

= uniformemente acotada si existe M > 0 en R tal que para todo f € F y z € X,

|f ()] < M.

Claramente la nocién mas fuerte es la de ser uniformemente acotada, y esta precisamente corre-

sponde a la nocién de conjunto acotado en Cp(X,R) respecto a la métrica dn.
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Observacion 4.14. La definicién anterior aplica también a sucesiones al considerarlas como un con-
junto de valores en R. Es decir, (f,)nen es puntualmente acotada si para todo z € X existe M, > 0
tal que para todo n € N |f,,(z)] < M,. Del mismo modo, (f,)nen es uniformemente acotada si existe
M >0 tal que paratodon € Ny z € X, |f.(z)] < M.

Mostraremos que incluso para sucesiones uniformemente acotadas, es posible que no exista ninguna

subsucesién uniformemente convergente.

Ejemplo 4.7.2 ]

Considere (fy)n>1 donde f,,: [0,1] — R esta dada por

2

fn(z) = m

Tenemos que || fn|lco < 1, por lo cual la secuencia es uniformemente acotada. También es claro

que para todo Z € [0,1] lim,,_, o frn(Z) = 0. Por lo cual si el limite uniforme existiese, debe ser

la funcién constante igual a 0. Sin embargo,

() = =
"\n) T Tra_me ¢

Por lo cual ninguna subsecuencia puede converger uniformemente.

Con el ejemplo anterior, acabamos de mostrar el resultado siguiente.

Teorema 4.7.3: No compacidad de la bola unitaria en C([0,1],R)

La bola cerrada de radio 1 no es compacta en C([0,1],R) con la métrica du.

Observacién 4.15. También es posible mostrar que existen secuencias (fp)n>1 uniformemente aco-
tadas tales que ni siquiera existen subsecuencias puntualmente convergentes. Un ejemplo es la secuencia
dada por f,: [0,27] — R definida por

frn = sin(nz).
Sin embargo, una prueba de eso requiere de herramientas que no estudiaremos en este curso. Se puede

encontrar una en el ejemplo 7.20 de [Rud76].

En conclusién, dado que las bolas cerradas y acotadas no son compactas en C([0,1],R) con la
métrica d., el concepto de secuencia uniformemente acotada no es suficiente para asegurar la existen-
cia de subsecuencias convergentes. Por esta razén, es interesante entonces preguntarse cuales son los
subconjuntos compactos de (C([0, 1], R), do ). De manera equivalente, ; Qué condiciones debe satisfacer
una secuencia de funciones en C([0, 1], R) para admitir una subsecuencia uniformemente convergente?

Con el fin de estudiar lo anterior, introduciremos la nocién de familia equicontinua de funciones.

Definicién 4.7.4: Equicontinuidad

Sean (X,dx) e (Y,dy) espacios métricos y F un conjunto de funciones f: X — Y. Decimos
que F es equicontinuo si para todo € > 0 existe § > 0 tal que para toda funciéon f € F y

puntos z,y € X tales que dx(z,y) < § se cumple que

dy (f(x), f(y)) <e.
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Simbdlicamente, la familia de funciones F es equicontinua si y solamente si:
Ve > 0,36 > 0,Vf € F,Va,y € X, [dx(z,y) <6 = dy(f(2), f(y)) <el.

Observacion 4.16. Si F es una familia equicontinua de funciones, entonces toda funcién f € F es

uniformemente continua de manera automaética

La nocién de equicontinuidad indica que no solamente cada funcién es uniformemente continua,
sino que los pardametros de convergencia de cada una de estas funciones pueden ser elegidos de la misma

manera. Es decir, las funciones son continuas de manera “equivalente”.

Ejercicio 4.7.5

Construya dos secuencias de funciones en C([0,1], R); una que sea equicontinua y una que no

lo sea.

[ Ejercicio 4.7.6 ]

Sea g: R — R una funcién. Considere la sucesién (f,,),>1 dada por
fn(z) = g(nz) paratodo xz € Ryn > 1.

Muestre que si la familia (f,,)n>1 €s equicontinua entonces g es constante.

La siguiente proposicion muestra que la equicontiniudad es una condiciéon natural para estudiar

secuencias Convergentes.

Proposiciéon 4.7.7

Sea (K, dg) un espacio métrico compacto y (fp)nen una sucesién de funciones f, € C(K,R)

que converge uniformemente. Entonces la familia (f,,)nen es equicontinua.

DEMOSTRACION. Sea n > 0 y definamos € = g Llamemos f al limite uniforme de (f,)nen. Por
definicién existe un N € N tal que para todo n > N,

[fn = flloo <&

Como K es compacto, para cada k € N la funcién fj, es uniformemente continua, luego existe un d; > 0
tal que si dg (z,y) < ) entonces,

|fr(z) = fe(y)l <e.

Del mismo modo, como el limite uniforme de funciones continuas es continua, f es uniformemente

continua y existe un 6* > 0 tal que si dg(z,y) < §* entonces,

[f(z) = fy)l <e

Definamos 6 = min(6*,do,...,0n—1). Debemos demostrar que para todo m € N, si dg(z,y) < ¢
entonces |fm () — fm(y)] < 1. Sim < N esto es inmediato por la eleccién de 4. Si m > N entonces,

[fm (@) = fm()] < [f (@) = f(@)| + [ (@) = W)+ |f(y) = fm ()] < 3¢ = 1.

Que es lo que queriamos demostrar O
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Ejercicio 4.7.8 ]

Construya una sucesion (f,,)nen equicontinua de funciones f,: [0,1] — R sin subsucesién con-
vergente en (C([0,1],R), dwo).

Ya demostramos que en general una sucesion uniformemente acotada no admite subsucesiones
puntualmente convergentes. Sin embargo, en el caso en que X es numerable, lo anterior es cierto

inclusive suponiendo solo que la sucesion sea puntualmente acotada.

Lema 4.7.9

Sea X un conjunto numerable y (f,)neny una sucesién puntualmente acotada de funciones

fn: X — R. Entonces existe una subsucesién (f,))ren que converge puntualmente.

DEMOSTRACION. La prueba es un argumento diagonal. Como X es numerable, existe una biyeccién
¢: N — X. De éste modo podemos escribir z,, = ¢(m) y el espacio como X = {x,, }men. Como (fr)nen
es puntualmente acotada, la secuencia (f,,(xo))nen es acotada en R y entonces admite una subsucesién
convergente (fy(x)(z0))ren. Denotemos fr o = fr(x)-

Vamos a definir funciones fj ,, para m > 1 inductivamente de modo tal que la secuencia de
funciones (fxm(®m))ken converja. Supongamos que hemos definido fy ,,—1 de este modo para todo
k € N. Cémo la secuencia (fr,m—1(2m))ren €s acotada, podemos extraer una subsecuencia convergente
(fr(e),m—1(Tm))een. De éste modo definimos fy,m = fi(s),m—1 para todo £ € N.

Lo que haremos es extraer una secuencia considerando los términos de la diagonal como en el

esquema de acé

(fr,0)keNn Jfoo| fio  feo o f3po
(fra)ven = foa for
(fk.2)ken foz  fi2 f32
(fk,3)ken =

fO,S f1,3 f2,3 f3,3

Consideremos la secuencia diagonal ( f,, ,,)nen. Por construccién, (fy»)nen €s una subsecuencia de
(fn)nen. Para todo m € N, la secuencia (fp n(Zm))n>m €s una subsecuencia de (fi m (Zm))ken ¥ por

lo tanto converge. Concluimos que (fn n)nen converge puntualmente. O

El siguiente teorema da un criterio para caracterizar los conjuntos compactos en C'(K,R), cuando

(K, dk) es un espacio métrico compacto.

Teorema 4.7.10: Arzela-Ascoli

Sea (K, dg) un espacio métrico compacto y F C C'(K,R) una familia de funciones. Suponga
que F es equicontinua y puntualmente acotada, entonces:

1. F es uniformemente acotada.

2. La clausura de F es compacta, es decir, toda sucesion (f,)nen € F admite una sub-

sucesion que converge uniformemente.

Observacion 4.17. La condicién de que la clausura de F sea compacta se denomina compacidad

relativa.
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DEMOSTRACION. Sea € = 1. Cémo F es equicontinua, existe un § > 0 tal que para todo f € F,
x,y € K tales que di(z,y) < ¢ entonces |f(x) — f(y)] < 1.

Como K es compacto, existe un r € N tal que el recubrimiento K = (J, B (x,0) admite un
subrecubrimiento finito

K = By(z1,8) U-+- U Bg(z,, ).
Como F es puntualmente acotada, para todo x; con i € {1,...,r} existe una cota M (x;) > 0 tal que
para todo f € F, |f(z;)| < M(x;). Definiendo M = max(M (z1),...,M(x,)) + 1 obtenemos que para
todo fe FyxeK,
F@IS _min (@) = f@)+ @) €1+ _mix M(e) = M,
Obtenemos que la familia F es uniformemente acotada.

Para la segunda parte, sea (f)neny € F una sucesién. Debemos mostrar que admite una sub-
sucesién convergente. Para ello, notemos que todo espacio métrico compacto es separable (ver Ejerci-
cio . Sea D C K numerable y denso. Por el Lema [4.7.9] existe una subsecuencia (f,))ren de
(fn)nen que converge puntualmente en D. Para simplificar la notacién, escribamos gr = fy(1)-

Como C(K,R) es completo, basta demostrar que (gi)ren es de Cauchy con respecto a la métrica
uniforme.

Dado 7 > 0, definimos € = % y sea ¢ dado por la equicontinuidad de F (como en la primera parte
de la prueba pero ahora con este valor de ¢). Considere el conjunto

U Bk(y,9).
yeD

Como D es denso, el conjunto anterior es todo K. Como K es compacto, existe un ¢t € N tal que el

cubrimiento anterior admite un subrecubrimiento finito
K = BK(y17(5) J---u BK(yt,(S)
Dado que (gi)ren converge puntualmente en D, podemos encontrar N € N tal que para todo s €
{1,...,t} tenemos que si i,j > N entonces
19i(ys) — g (ys)| < .

Por otro lado, como By (y1,8) U--- U Bk (ys,0) es un recubrimiento de K, para todo z € K existe
s(z) € {1,...,t} tal que di (2, Ys(z)) < d. De la equicontiniudad de F obtenemos que para todo i € N,
19i(Ws(a)) — gi(@)| < e.

Concluimos que si tomamos ,j > N entonces
[ faii) () = faii) (@) = |gi(2) — g;(2)]
< |gz(x) - gi(ys(w))‘ + |gz(y€(ac)) - gj(ys(ac))| + ‘gj(ys(x)) - gj(m)‘
<edete=n.
Esto prueba que la sucesién (fy,(x))ren es de Cauchy, concluimos que converge. O
Es importante destacar que fundamentalmente lo tinico que usamos de R en la prueba anterior
es que es un espacio completo. Por lo tanto el teorema anterior se extiende a C'(K,Y’) donde (Y,d)
es cualquier espacio métrico completo. Sin embargo es necesario reemplazar la nocién de convergencia
puntual en el Lema [£.7.9] por algo que haga sentido en un espacio métrico arbitrario. Notemos que lo

tnico que usamos es que la cerradura de un intervalo acotado en R es compacta, lo anterior motiva la

definicién siguiente.



4.7. FAMILIAS ACOTADAS DE FUNCIONES Y EL TEOREMA DE ARZELA-ASCOLI 97

Definicion 4.7.11

Sean X,Y dos espacios métricos. Decimos que una familia F de funciones f: K — Y es pun-
tualmente relativamente compacta si para todo © € X se cumple que {f(z) : f € F} es
relativamente compacto en Y. Se dice que F es uniformemente relativamente compacta si
{f(z) :x € X, f € F} es relativamente compacto en Y.

Notemos que si (Y, d) cumple que toda bola cerrada es compacta, entonces autométicamente toda

familia puntualmente acotada es puntualmente relativamente compacta.

Teorema 4.7.12: Arzela-Ascoli generalizado

Sea (K, dg) un espacio métrico compacto, (Y, dy ) un espacio métrico completo y F C C(K,Y)
una familia de funciones. Suponga que F es equicontinua y puntualmente relativamente com-
pacta, entonces:

1. F es uniformemente relativamente compacta.

2. La clausura de F es compacta.

Dejaremos como ejercicio al lector mostrar la versién de Arzela-Ascoli generalizado replicando la

prueba del caso real.

[ Ejercicio 4.7.13 ]

Sea (fn)neny una secuencia uniformemente acotada de funciones Riemman-integrables
fn: [a,b] — R. Definamos

Fo(z) = / " (.

Muestre que la secuencia de funciones (F},),cn admite una subsecuencia que converge uniforme-

mente.

Una aplicacién del teorema de Arzela-Ascoli, es una caracterizacién de los subconjuntos compactos

de (C(K,R),d) para todo espacio métrico compacto (K, dg).

[ )

Sea (K,dk) un espacio métrico compacto. Un conjunto F C C(K,R) es compacto en la

topologia dada por la métrica del supremo si y solamente si es cerrado, equicontinuo y puntual-

mente acotado.

DEMOSTRACION. Por el teorema de Arzeld-Ascoli, si F es equicontinuo y puntualmente acotado
entonces la clausura de F es compacta. Si F es adicionalmente cerrado lo anterior dice que F es
compacto.

Ahora supongamos que F es compacto. Esto implica directamente que es cerrado y uniformemente
acotado, por lo tanto también puntualmente acotado. Mostremos que F es equicontinuo.

Supongamos que F no es equicontinuo, luego existe € > 0 tal que para todo 6 > 0 podemos
encontrar f € Fy z,y € K tales que dg (z,y) <8y |f(z)—f(y)| > ¢e. Sea d, = L y tomemos fn, 2, yn

de acuerdo a lo anterior. Considere la sucesién (fy,)nen. Como F es compacto, (f,)neny admite una
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subsucesién convergente. Por lo anterior, esta sucesién no es equicontinua, lo cual contradice el resultado

probado la clase anterior de que toda sucesién convergente en (C(K,R),ds) es equicontinua. O

Ejercicio 4.7.15 ]

Considere C([0,1],R) con la norma del supremo. Considere el subconjunto C1([0, 1], R) de las

funciones diferenciables en C(]0, 1], R).

1. Muestre que C*(]0,1],R) no es cerrado ni acotado en C([0, 1], R).
2. Considere ahora K C C*([0,1],R) dado por

K ={f€C[0,1],R) : [|flloc + /' loo < 1}-

Muestre que la cerradura de K es compacta en C([0, 1], R).

Ejercicio 4.7.16 ]

Muestre que el teorema de Arzela-Ascoli sigue siendo vélido si consideramos una familia de
funciones F C C'(K,R") para n > 1.

[ Ejercicio 4.7.17 ]

Sea K > 0. Considere el conjunto Lx de funciones continuas f: [0,1] — R tales que para todo
z,y € [0,1],

[f(z) = f(y)] < K|z —yl.
Estas funciones se denominan K-Lipschitz. Muestre que el conjunto de todas las funciones en

L tal que f(0) =0 es compacto en C([0, 1], R) con respecto a la métrica del supremo.

Estudiemos ahora una aplicacién del teorema de Arzela-Ascoli a la existencia de soluciones de

ecuaciones diferenciales.

Proposicién 4.7.18

Sea ¢: [0,1] x R — R una funcién continua y acotada y ¢ € R. Entonces la ecuacién diferencial
dada por
y'(z) =d(z,y(z), y(0)=c

admite una solucién en C1([0, 1], R).

DEMOSTRACION. La estrategia es construir una sucesiéon de funciones f,: [0,1] — R que den
una solucién aproximada y mostrar que admite una subsucesién convergente utilizando el teorema de
Arzela-Ascoli.

Sea n € N. Para k € {0,...,n} defina z, = £. Sea f,, € C([0,1],R) que satisfaga lo siguiente:

. fn(()) =c
» fo(t) = (@, fu(wr)) para t € (zp, Tpt)-
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Esta funcién se puede construir iterativamente. Se comienza con f,(0) = ¢ y luego se define en
[0, 21] como la recta con pendiente ¢(zq, fr(z0)) que pasa por (zg, fn(0)). Luego se define en [x1, 23]
como la recta con pendiente ¢(z1, fn(21)) que pasa por (z1, fr(1)) y asi sucesivamente.

Note que la funcién f,, es continua, pero no es diferenciable en los puntos x. Defina el error de

esta funcién f,, como

fu() = o(t, fu(t))  sit g {zo, .., on}

An(t) = :
0 sit€{xo,...,Tn}

De lo anterior, es claro que

fn(t) =c+ /0 (B(t, fn(t)) + An(t)) dt.

Como la funcién ¢ es acotada, existe M > 0 tal que ||¢|lcc < M. Consideremos A, (t). Si t €
{zo,...,x,} claramente |A,(t)] = 0. De lo contrario |A,(t)| es |¢(zk, fn(zk)) — ¢(t, fn(t))| para algin
k. y por lo tanto ||Ay|lec < 2M. Por la expresién integral de f,, obtenemos que || fy||coc < 3M + |c|.

Es decir, la secuencia (f,)nen es uniformemente acotada. Por otro lado, tenemos que para todo
z,y €[0,1] y n €N,

Por lo cual la secuencia (fy)nen es también equicontinua (dado £ > 0, basta tomar 6 < +7.) Usando
el teorema de Arzela-Ascoli obtenemos que existe una subsecuencia (f,(x))ren que converge uniforme-
mente a una funcién continua f: [0, 1] — R. Mostremos que f es solucién del problema.

Como ¢ es uniformemente continua en el rectdngulo [0,1] x [—|c| — M, M + |c|], tenemos que
la secuencia de funciones dadas por (é(t, f,(k)(t)))ren converge uniformemente a la funciéon dada
por ¢(t, f(t)) en [0,1]. Por otro lado A, (t) = ¢(xk, fulzr)) — ¢(t, fn(t)) para t € (zg,xk4+1). De la
continuidad uniforme de ¢ obtenemos que la secuencia (A, ),en converge uniformemente a 0.

Finalmente, tenemos que f es el limite uniforme de la expresién integral

n—oo

t
£= Jim fuay () = Jim e [ (600 o () + Bng () .

Como el limite uniforme de funciones se puede intercambiar con la integral, obtenemos que

fec [ im0l fuy () + Auy () =+ [ ott. (o).

De donde obtenemos que f(0) =0y f/(t) = ¢(¢, f(t)). O

El teorema de Arzela-Ascoli es védlido también en el contexto donde el espacio topoldgico de partida
no es métrico. Para poder reescribir la prueba que dimos una hipdtesis natural es que el espacio
topolégico sea separable. Sin embargo, es posible demostrar el teorema de Arzela-Ascoli sin utilizar la
separabilidad del espacio, y tan solo basta que sea Hausdorff compacto, aunque la complejidad de la

prueba aumenta bastante.

Observacién 4.18. Recordemos que un espacio topoldgico X es Hausdorff si para cada par de puntos

x,y en el espacio existan dos abiertos disjuntos U, y U, tales que x € U, e y € U,,.
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Teorema 4.7.19: Arzela-Ascoli para espacios Hausdorff

Sea X un espacio topoldgico Hausdorff compacto y sea Y un espacio métrico completo. Una
familia de funciones F C C(X,Y)) es relativamente compacta con respecto a la convergencia

uniforme si y solamente si es equicontinua y puntualmente acotada.

Una demostracién de este teorema en un caso atn mds general (donde Y no es necesariamente un
espacio métrico) puede encontrarse en la seccién 6.7 de [Kel75]. En ese caso se utiliza una generalizacién

de la topologia dada por la métrica del supremo llamada la topologia compacta-abierta.

4.8. El teorema de Weierstrass

Cuando consideramos un espacio métrico, es a menudo 1til estudiar sus subespacios densos. Por
ejemplo, para conocer los valores de una funcién continua f: X — R, basta conocer los valores de f
en un subconjunto denso de X. El teorema de Weierstrass entrega de manera explicita un subconjunto
denso de C([0,1],R) o més generalmente C([a,b], C) para cualquier intervalo cerrado [a, b].

Recordemos brevemente la definiciéon de polinomio. Sea K un cuerpo. Un polinomio es una funcién

P: K — K que se puede escribir de la forma:
N
P(z) = Z apz”,
k=0

para un N € N, y valores ay, ...,a; € K. El conjunto de todos los polinomios con coeficientes en un

cuerpo K se denota por Kz].

Ejemplo 4.8.1 ]

» P(z) =22 +2—1€Q[z].
» P(z) = 72" + ex? € Rz].
= P(2) =22 — 32+ e € Clx].

Teorema 4.8.2: Weierstrass

Sea K =R o K = C. La familia P de polinomios P € K[z] es densa en C([0, 1], K).

En otras palabras, para todo f € C([0, 1], C) existe una secuencia (P,)nen de polinomios, cuya re-
striccién a [0, 1] converge uniformemente a f. Si la funcién f toma valores reales entonces los polinomios

pueden tomarse a coeficientes reales.

Observacién 4.19. El teorema anterior es vélido si reemplazamos [0, 1] por cualquier intervalo cerrado
[a, b]. Basta reemplazar f: [a,b] — C por g(z) = f(a+ (b—a)x) y aplicar el teorema sobre g. Haciendo

una transformacién similar se puede recuperar la secuencia de polinomios que aproximan f.

[ Ejemplo 4.8.3 ]

Sea exp: [a,b] — R la funcién exponencial. Si definimos para n € N

n
P, = Z
k=0

| —

Ik
v

o
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entonces la secuencia de polinomios (P,),en converge uniformemente a la funcién exp.

A continuacién demostraremos el teorema de Weierstrass. La prueba que presentaremos fue sacada
del teorema 7.26 de [Rud76]. La idea fundamental de la prueba es muy utilizada en el andlisis de EDP
y es la de utilizar una convolucién con una secuencia de funciones que se concentran en un punto.
Este objeto limite se puede definir (no lo haremos en este curso) como una distribucién limite llamada
delta de dirac. La técnica anterior permite recuperar en el limite el valor de la funcién original, al
mismo tiempo ganando buenas propiedades para las funciones de la secuencia, como por ejemplo, ser
polinomios o hacerlas diferenciables.

No estudiaremos la técnica descrita en el parrafo anterior en detalle pero recomendamos prestar

atencién en la prueba a los lugares donde se utiliza.

DEMOSTRACION. Sea f € C([0,1],C). Debemos demostrar que existe una secuencia (P,)nen de
polinomios que converge uniformemente a f. Notemos primero que podemos suponer que f(0) = f(1) =
0, en efecto, si tomamos

9(x) = f(x) — f(0) —=(f(1) — £(0)),
entonces g(0) = g(1) = 0. Si demostramos el teorema para g entonces podemos encontrar una secuencia
de polinomios que aproxime uniformemente a f, dado que f —g es un polinomio. Extendamos la funcién
f aR definiendo f(z) = 0siz ¢ [0, 1], de este modo f sigue siendo uniformemente continua y acotada.

Sean > 1y definamos Q,, = ¢, (1 — 2?)" donde c,, estd dada por

1
Cn = (/ (1—a2H)" dx)
1
de modo tal que fil Qn(z) do = 1.

En este punto, recomendamos fuertemente al lector o lectora utilizar algiin software para graficar

—1

las funciones @,,. De este modo podréd adquirir intuicién sobre sus propiedades.
Antes de definir la convolucién probaremos una desigualdad que serd til. Consideremos la funcién

g(z) = (1 — 2?)" — 1 4+ nz?. Esta funcién es diferenciable en R, g(0) = 0 y su derivada
g (x) = 2nz(1 — (1 — 2%)" 1) es positiva en (0, 1).

Luego obtenemos que (1 —2%)" > 1—na? en (0,1). Utilizaremos esta desigualdad para estimar el valor

1 1
/ (1—azH" dx:2/ (1—2%)" dz
—1 0
(vm)~!
2/ (1—2%)" dz
0

(V)=
2/ 1 —na? de
0
2 9 1 4 S
= —— —2N—s = ——
Vvn 3/n°  3vn
De donde obtenemos que ¢, < y/n. Es decir, para todo n € N
Qn(z) < Vn(l —2%)".

En particular, para todo a > 0, tenemos que (Q,(x))nen converge uniformemente a 0 en [a, 1]. Ahora
definamos la funcién P, (x) = f_ll f(z +t)Q,(t) dt. Utilizando que f = 0 fuera de (0,1) y aplicando el

cambio de variable s = t 4+ x obtenemos lo siguiente:

de ¢,.

v

Y

Sl-
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1
Py () = / F( 4+ D)Qu(t) dt
-1
1—x
[t nQu a

:/0 f(8)Qn(z + ) ds.

El dltimo término de la igualdad muestra P, (x) es un polinomio, y sus coeficientes son reales si f
toma valores reales. Probaremos ahora que (P, ),en converge uniformemente a f.

Sea ¢ > 0. Por continuidad de f existe § > 0 tal que si |z —y| < J entonces |f(z) — f(y)| < 5.
Ademds como [0, 1] es compacto existe M > 0 tal que || f|| < M. Obtenemos lo siguiente:

| Po(2) = f(2)|

‘ / 11 Fo+ )Qu(t) dt — f(2)

‘/_110" (+1) = f(2)Qu(t) dt’

< / (1) = F@IQu(0a
<om [ Quit) di+ / @ 1) — F@)|Qut) dt +2M / Qut) dt

5
1 H

1
§4M/ \/ﬁ(l—xz)"ng Qn(t) dt
S _s
5., €
< AMVR(L - )"+ 2

Tomemos N € N suficientemente grande tal que para todo n > N entonces 4M/n(1 — %)” <s5.

De este modo paran > N,

sup |P,(z) — f(z)| <e.
z€]0,1]

Esto muestra que (P, )nen converge uniformemente a f. O

A continuacién veremos algunas aplicaciones del teorema de Weierstrass

[ ]

El espacio C([0,1],R) con la métrica d, es separable.

DEMOSTRACION. Por el teorema de Weierstrass, la familia P de polinomios a coeficientes en R
es densa en C([0,1],R). Bastara demostrar que todo polinomio en [0, 1] con coeficientes en R puede
aproximarse uniformemente por un polinomio en [0, 1] con coeficientes en Q (Ejercicio: mostrar esta
afirmacién usando un argumento diagonal).

En efecto, notamos que si P(z) = >_p_ arz* donde ax, € Ry tomamos g;; € Q tales que |gr —ax| <
J, entonces si definimos el polinomio a coeficientes racionales Q(x) = ZZ:O grx® obtenemos que para
cada z € [0,1],

n
|P(z) = Q)| < Y |ax — gi|z* < on.
k=0
Luego para todo polinomio P(x) de grado deg(P) con coeficientes ay, y para todo £ > 0, si elegimos
e

un polinomio a coeficientes racionales g tal que |g — ax| < Toa(p)» tenemos que IP — Qoo <e. Con

esto obtenemos el resultado. O
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[ Ejercicio 4.8.5 ]

Sea f € C([0,1],R) tal que
1
/ f(x)z"™ dae = 0. para todo n > 0.
0

Muestre que f es la funcién constante igual a 0.

[ Ejercicio 4.8.6 ]

Sea T': C([0,1],R) — R una funcién continua que cumple:
» T(cf) =cT(f) para c e R, f € C([0,1],R).
= T(f +9) = T(f) + T(g) para f,g € C([0,1],R).
En otras palabras, T es una funcién lineal continua. Suponga que T satisface ademés que
= T(g9) = 27(f) para toda f € C([0,1],R) donde g = zf denota la funcién tal que
9(z) = zf ().
= T(h) = 0 para toda funcién constante h € C([0,1],R), es decir, tal que existe C' € R
con h(z) = C para todo z € R.

Muestre que T es la funcién constante igual a 0.

4.9. El teorema de Stone-Weierstrass

Una pregunta interesante es: ; Qué tienen de especial los polinomios que los constituyen una familia
densa en C([0,1],R)? La prueba que presentamos utiliza fuertemente la estructura polinomial de la
secuencia @, = c,(1 — 2%)" de aproximantes de la delta de dirac, pero uno podrfa imaginar una
demostraciéon en un ambito un poco més general, que proporcione a la vez mas familias densas y que
permita cambiar el espacio de partida a un espacio métrico compacto arbitrario. Para ello estudiaremos

la nocién de dlgebra de funciones.

Definicién 4.9.1: Algebra de funciones

Sea K = R o K = C. Una familia A de funciones de un conjunto X en K se denomina un
algebra si para todo f,g € Ay ceK:

1. f+ge A

2. fge A

3. cf € A
Si (X, d) es un espacio métrico y A C C(X,K) tiene la propiedad de que el limite uniforme de

funciones (fy)nen C A pertenece a A, decimos que es uniformemente cerrada.

[ Ejemplo 4.9.2 ]

Sea K = R o K = C. La familia K[z] de polinomios con coeficientes en K es un dlgebra. El
teorema de Weierstrass dice que su cerradura uniforme es el espacio de funciones continuas
C([0,1], K).
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Ejercicio 4.9.3

Muestre que la cerradura en la métrica del supremo de un dlgebra A, es un algebra uniforme-

mente cerrada. Nota: acd el hecho de que la cerradura sea uniformemente cerrada es trivial, lo

que se pide demostrar es que es también un dlgebra.

Definicién 4.9.4: Propiedades de algebras

ea K=R o K =C. Sea A un édlgebra de funciones de un conjunto X en K. Decimos que:

= A separa puntos, si para cada par de puntos distintos x1,zs € X existe f € A tal

que f(z1) # f(z2).
= A no se anula, si para cada x € X existe f € A tal que f(z) # 0.

En general, para cualquier espacio métrico (X,dx) y par de puntos distintos z,y € X, se puede
encontrar una funcién continua f: X — [0,1] tal que f(z) =0y f(y) =1 (esto es el lema de Uryhson,
ver Lema [3.5.1]). Luego las condiciones anteriores de que un élgebra separe puntos y no se anule son

necesarias.

[ Ejercicio 4.9.5 ]

En este ejercicio consideremos dlgebras de funciones en [—1, 1] con valores en R.

1. Muestre que el dlgebra de polinomios R[x] separa puntos y no se anula.

2. Muestre que el conjunto de polinomios pares, es decir, de funciones de la forma
n
P(z) = Zakx%.
k=0

es un algebra que no se anula, pero que no separa puntos.
3. Muestre que el conjunto de polinomios sin constante, es decir, de funciones de la forma

Qz) = Z apz®.
k=1

es un algebra que separa puntos pero que se anula en z = 0.

Finalmente, pruebe que las dlgebras de los ejemplos 2 y 3 no son densas en C([—1,1],R).

Ejercicio 4.9.6

Sean A, A’ dos subélgebras de C(X,R) tales que A C A’.
1. Muestre que si A no se anula, entonces A’ no se anula.

2. Muestre que si A separa puntos, entonces A’ separa puntos.
3. Use lo anterior para mostrar que el dlgebra C°°([0,1],R) de funciones infinitamente

diferenciables separa puntos y no se anula.

Lo que mostraremos es que estas condiciones no solo son necesarias para que un algebra sea densa

en C([0, 1], R), sino que ademds son suficientes. Para ello, primero mostraremos un resultado preliminar

que nos serd de utilidad.
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Proposicion 4.9.7

Sea K =R o K =C. Sea A un dlgebra de funciones de un espacio (X,dx) en K. Supongamos
que A no se anula y que separa puntos. Entonces para todo par 1, z9 € X distinto y ¢1,c2 € K
existe f € A tal que:

f(x1) = c1, f(z2) = ca.

DEMOSTRACION. Como A separa puntos, existe g € A tal que

g(x1) # g(x2).

Por otro lado, como A no se anula, existen h, k € A tales que

h(a1) 0, k(z2) £0.
Definamos
u=kg—g(x1)k,  v=hg-—g(z2)h
Como A es élgebra, tenemos que u,v € A. Notemos que u(z1) = 0y u(zz) # 0; y que v(z1) #0y

v(x2) = 0. Basta definir
o Cc1v Co2Uu
v(zy)  u(zz)
Cémo A es édlgebra, obtenemos que f € A. Es directo verificar que f satisface las propiedades requeri-

das. O

Teorema 4.9.8: Stone-Weierstrass (dlgebras con valores en R)

Sea A un algebra de funciones continuas de un espacio compacto (K, dx) en R que no se anula

y que separa puntos. Entonces A es denso en (C(K,R),d).

En otras palabras, si un algebra de funciones continuas f: K — R separa puntos y no se anula,
entonces su cerradura uniforme es el espacio de todas las funciones continuas en K con valores reales.

Esto es el andlogo del teorema de Weierstrass para espacio métricos compactos.

DEMOSTRACION. La demostracién se separard en cuatro pasos. Sea B la cerradura uniforme de A
y notemos que también es un algebra que no se anula y que separa puntos.

Paso 1: mostraremos que si f € B, entonces |f| € B.

Sea M = sup, ¢ |f(x)| de modo tal que f(K) C [-M, M] y consideremos € > 0. Como la funcién
| - | es continua y acotada en [—M, M], por el teorema de Weierstrass existe n € N y constantes ag
tales que

n
k
Z ary” — |yl
k=0
€

Evaluando en y = 0, notemos que se obtiene que |ag| < 5. Luego se sigue que si removemos el

sup <

yE[—M,M]

£
5

término constante del polinomio anterior obtenemos

n

Zakyk = |yl

k=1

sup <e.

y€[—M,M]

Como B es dlgebra, la funcién g = Y__, ak f* es un élemento de B. Obtenemos que

sup |g(z) = |f(@)|| = sup | Y arfF(z) [ f(2)]| < e
reK reK 1
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Notemos que Como € es arbitrario y B es uniformemente cerrada, obtenemos que |f| € B.
Paso 2: mostraremos que si f,g € B entonces méx(f, g) y min(f, g) estdn en B. Donde el méximo
y minimo se calculan de manera puntual, es decir, max(f, g)(z) = méx(f(z), g(z)) para todo = € K.

Para probar esto, basta verificar que

mix(f.g) = L59  1L29]
min(f, g) = f‘ggi \f;9|'

Por el paso anterior, |f — g| € B y por lo tanto méx(f, g) y min(f, g) estdn en B.

Paso 3: Sea ¢ > 0. Mostraremos que dada f € C(K,R) y z € K, existe una funcién g, € B tal
que g.(x) = f(x) y para todo t € K,

g (t) > f(t) —e.

Como A C B separa puntos y no se anula, también B separa puntos y no se anula. Por la Proposi-
cién para todo y € K existe hy, € B tal que hy(z) = f(z) y hy(y) = f(y). Por continuidad,
existe una bola abierta B, centrada en y tal que para todo t € By, |hy,(t) — f(t)] < €. En efecto,
como f es continua podemos encontrar r > 0 tal que para todo t € B(y,r) se tenga |f(t) — f(y)| < 5.
Del mismo modo, por continuidad de h,, podemos encontrar 7' > 0 tal que para todo t € B(y,r’)
se tenga |hy(t) — hy(y)| = |hy(t) — f(y)| < §. Utilizando la desigualdad se obtiene que para todo
t € B, = B(y,min(r,r")) se tiene que |hy(t) — f(t)| < e.

En particular para todo t € B, tenemos que

hy(t) > f(t) — .

Por compacidad de K, existen yq,...,y, tales que K = By, U---U DB, .

Definamos g, = méx(hy,, hy,, ..., hy, ). Iterando el paso 2, obtenemos que g, € B. Por un lado,

gz(x) = z. Por otro lado, para todo ¢t € K, existe y; tal que ¢ € B,,. Tenemos entonces que

Gu(t) = f(t) > hy, (t) — f(t) > —&.

Luego g.(t) > f(t) — e para todo t € K.
Paso 4: Mostraremos ahora que B = C(K,R). Para ello, dado que B es uniformemente cerrada,

basta demostrar que para todo £ > 0 existe h € B tal que
sup | f(t) — h(t)] <e.
teK

Por el paso anterior, para cada z € K, existe g, € B tal que para todo t € K, g,(t) > f(t) —e.

Por continuidad de g, podemos encontrar una bola B, centrada en x tal que
9x(t) < f(t) +e.
Nuevamente, por compacidad de K, podemos encontrar x1,...,x,, tales que
K=B,, U---UB,, .

Definamos h = min{g,,, ..., gz, }- Nuevamente, por el paso 2 tenemos que h € B. Mostraremos
que satisface lo pedido.

Por un lado, como cada g,, satisface que g, (¢) > f(t) — €, obtenemos que

h(t) > f(t) —e.
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Por otro lado, para cada t € K existe un x; tal que t € B,,. Luego h(t) — f(t) < g.,(t) — f(t) < e.
Luego
h(t) < f(t) +e.
Concluimos entonces que
|f(t) = h(t)] <&,

lo cual termina la demostracion. O

Una aplicacién de Stone-Weierstrass, es una versién multidimensional del teorema de Weierstrass.
Recordemos que un polinomio en n variables a valores reales es una funcién P que puede escribirse de

la forma
k1, ke k
P(z1,...,z,) = E T o A
(K1, kin)ENPS Ry <N

para constantes ar,,.. ., € Ryun N € N.

[ Ejercicio 4.9.9 ]

Sea f:[0,1]™ — R una funcién continua de n variables. Muestre para todo £ > 0 existe un

polinomio de n variables P € R[z1,...,x,] tal que

|P(x1,...,2n) — f(z1,...,2,)| < € para todo z1,...,x, € [0,1]".

Otra aplicacién del teorema de Stone-Weierstrass, es que toda funcién continua se puede aproximar

de manera uniforme por funciones trigonométricas.

[ Ejercicio 4.9.10 ]

Considere el conjunto
S'l={ze€C:|z|=1}={z=e"?Y cC:0c[0,1)}.

Considere la métrica d en S* dada por d(e*"%, e**™) = min{|0 — 5|, 1 — |# — n|}. Finalmente,

considere B el conjunto de funciones f: S' — R de la forma

n
F(e2m%) = ch Re(e2™*0) 4 d), Im(e2™k9),
k=0

para algin n € N donde 6 € [0,1) y cada ¢, dr € R. Re e Im denotan la parte real e imaginaria
respectivamente.

1. Pruebe que A es un algebra de funciones continuas que no se anula y separa puntos.

2. Concluya que A es densa en C(S*,R).

3. Muestre que el espacio C(S!,R) es homeomorfo al espacio de las funciones continuas

periddicas
Cper([0,27],R) = {f € C([0,27],R) : f(0) = f(2m)}.

4. Use todo lo anterior para mostrar que la familia 7 de las funciones 7: [0,27] — R de
la forma "
T(x) =C+ Z(ak sin(nx) + by, cos(nz)).
k=1
para algin n € N, C € R y cada ay, b, € R, es densa en Cper ([0, 27], R).
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Indicacion: en la parte de probar que A es dlgebra, pueden ser ttiles las iqualdades siguientes,
vdlidas para todo 0, x,y € R:

e’ = cos(0) + isin(h),
cos(z + y) + cos(z — y)

cos(z) cos(y) =

2 )
sin(x) sin(y) = wos(@ — ) ; aos(@ + ) ,
sin(z) cos(y) = sin(x + y) —;— sin(x — y)

[ Ejercicio 4.9.11 ]
Sea f una funcién en Cpe, ([0, 27], R) que cumple que
2m 2m
(z)sin(nz)dz =0 y (x) cos(nz) = 0 para todo n € N.
0 0

Muestre que f es la funcién constante igual a 0.

Lamentablemente, el teorema de Stone-Weierstrass para algebras reales no es vélido en el caso de

un algebra compleja, como lo muestra el siguiente ejercicio.

[ Ejercicio 4.9.12 ]

Sea S1 = {2z € C: |z| = 1} el circulo unitario. Considere A el conjunto de funciones f: S* — C

de la forma .
f(eQﬂ'iG) — Z Ck€2mk9,
k=0

para algin n € N donde 6 € [0,1) y cada ¢ € C.
Pruebe que A es un dlgebra de funciones continuas que no se anula y separa puntos. Pero que
sin embargo no es densa en C(S1,C).

Indicacidn: muestre que si f € A, entonces,

1
/ f(eQTriQ)eQTriQ do = 0.
0

Concluya que lo mismo es valido para la cerradura uniforme de A y encuentre una funcién

continua g: S — C que no satisfaga lo anterior.

Recordemos que si z = a + bi € C, el conjugado de z es el complejo Z = a — bi. Del mismo modo,

el conjugado de una funcién f: X — C es la funcién f definida por

f(z) = f(z) para todo = € X.

Definicion 4.9.13

Un algebra A de funciones a valores complejos se dice auto-adjunta si para toda funcién f € A

tenemos que su conjugado f también pertenece a A.
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Teorema 4.9.14: Stone-Weierstrass (dlgebras con valores en C)

Sea A un élgebra de funciones continuas de un espacio métrico compacto (K, dg) en C tal que

= A no se anula,
= A separa puntos,
= A es auto-adjunta.

Entonces el dlgebra A es densa en (C(K,C),d).

DEMOSTRACION. Sea Ag el subconjunto de todas las funciones en A que toman valores reales.
Notemos que si f € A, podemos escribir f = u + iv con u,v funciones a valores reales. Como f € A,

entonces

:fi ’U:f_
2 7 24

s

u

Son elementos del dlgebra real Ag.

Es sencillo verificar que Ag es algebra. Si x1,z2 € K son tales que x1 # 22, como A no se anula y
separa puntos tenemos, por la proposicién 1, que existe f € A tal que f(z1) =0y f(z2) = 1. Luego
si f = u+ v tenemos que u(z1) = 1y u(ze) =0, por lo cual Ag separa puntos y no se anula.

Por el teorema de Stone-Weierstrass para funciones con valores en R, tenemos que Agr es denso
en C'(K,R). Dada una funcién continua g: K — C, basta escribir g = uy 4 tvy con ug, v, funciones
a valores reales. Por el resultado anterior existen secuencias (un)nen, (Vn)nen C Agr que convergen

respectivamente a ug y vq. Luego (fn)nen dada por f, = u, + v, converge uniformemente a g. O

Ejercicio 4.9.15

Considere el algebra A de funciones f: S' — C de la forma

n

f(eQTriG) _ Z CkeZﬁikO7

k=—n

para algin n € N donde 6 € [0,1), ¢, € C. Muestre que A es densa en C(S*,C).






Capitulo 5

Espacios vectoriales normados

5.1. Introduccién

Recordemos brevemente la definicién de espacio vectorial.

Definicién 5.1.1: Espacio vectorial

Un espacio vectorial sobre el cuerpo K es un grupo abeliano (F,+) junto con un producto
escalar - : K x F — E que satisface:

= (A\+ )z =Xz + Pz, para todo \,f €Ky x € E.

s ANz+y) =X z+ Ay, paratodo A e Ky z,y € E.

= \(Bx) = (\B)z, paratodo \,f e Ky z € E.

= lz =z, para todo = € F.
Un espacio vectorial E provisto de una norma |[|-||: £ — Rx>( se denomina un espacio vectorial

normado y se denotard (E, ||-||).

Los ejemplos clasicos de espacios vectoriales que se estudian en algebra lineal son R™ y C™. En

este curso estudiaremos espacios mas exoticos.

Definicién 5.1.2: Espacio de Banach

Un espacio vectorial normado se dice espacio de Banach si es completo.

[ Ejemplo 5.1.3 ]

El espacio E = C([0,1],R) es un espacio de Banach sobre R con la norma del supremo,
C([0,1],R) = Cy([0, 1], R) es completo debido a que R es completo, ver Ejercicio [4.4.6]

[ Ejercicio 5.1.4 ]

Considere el espacio £?(R) de todas las sucesiones reales (a,)nen que satisfacen
Z lan|? < oo.
neN

Muestre que ¢?(R) equipado con la suma coordenada y a coordenada y el producto escalar

habitual es un espacio vectorial. Considere el espacio £?(R) equipado de la norma

(@n)nenlla =, /D lan|?.
neN

111
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Muestre que efectivamente la expresién anterior es una norma, y que (¢2(R), ||-||2) es un espacio
de Banach.

En general, para todo 1 < p < 400 el espacio /P(R) de las sucesiones reales (a,)nen que satisfacen

> nen |an|P < 00, provisto de la norma

H(an)neNHp = Z ‘an‘p )

neN
es un espacio de Banach. Lo mismo ocurre para £*°(R), el espacio de sucesiones acotadas con la norma

del supremo.

5.2. Caracterizacion de espacios de Banach mediante series

En lo que sigue, daremos una segunda mirada a las series que definimos en el capitulo anterior.
Precisamente, caracterizaremos los espacios de Banach mediante una propiedad de convergencia de
series. Recordemos que si E es un espacio vectorial normado, y (z,)n>1 €s una secuencia de valores en

E, entonces la n-ésima suma parcial estd dada por
n
Sn = Z Tl
k=1
Cuando el limite de (S, )nen existe, se denota por
oo
lim S, = Z Tk,
n—oo
k=1
y se denomina la serie generada por (Z,)nen-

Definicién 5.2.1: Convergencia absoluta de series

Decimos que la serie generada por (z,,),ecn es absolutamente convergente si la serie generada

por la secuencia (||z,||g)nen en R existe, es decir, si

oo N

E”kaE: lim g lzkl|e  existe.
N—o00

k=1 k=1

Proposicion 5.2.2

Existen espacios vectoriales normados donde

1. Hay series que convergen pero que no convergen absolutamente.

2. Hay series que convergen absolutamente pero que no convergen.

DEMOSTRACION. Para el primer ejemplo, consideremos R y la serie

o -1 n+1
s

Es un teorema cldsico que esa serie converge a In(2), pero no es absolutamente convergente, en efecto,

notemos que

n+1
> / —dz =In(n+ 1) — In(n).
n

S|
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Luego obtenemos que para todo m > 1,

i% Ziln(nJrl)—ln(n)zln(erl)fl.

Como la expresién del lado derecho diverge, la serie no es absolutamente convergente.
Para el segundo ejemplo, consideremos el espacio R[x] de polinomios reales en [0, 1] con la norma

|P[| = sup [P(z)].
z€[0,1]

Considere la secuencia (P,,),en donde

zk

:E.

Por un lado, la secuencia (|| P,||)nen genera una serie absolutamente convergente a exp(1). Por otro

P,

lado, si la serie generada por (P,)nen convergiese a un polinomio P € R]z], ese polinomio debe cumplir
que para todo x € [0,1] entonces P(z) = exp(z). Lo anterior no puede ocurrir pues si d = deg(P) es
su grado, entonces para = € (0,1) la derivada (d + 1)-ésima de P en x es 0, en tanto que la derivada
(d+1)-ésima de exp en x es exp(x) > 0 (notemos eso si que la serie converge en el espacio de funciones

continuas a exp(z)). O

El siguiente resultado es una generalizacién del criterio M de Weierstrass y permite caracterizar

los espacios de Banach utilizando la convergencia de series.

Teorema 5.2.3: Caracterizacion de espacios de Banach por series

Sea E un espacio vectorial normado. Entonces E es completo si y solamente si toda serie

absolutamente convergente es convergente.

DEMOSTRACION. Supongamos que E es completo y sea (x,)nen una secuencia cuya serie es ab-
solutamente convergente.

Como Y 72 ollznllE < oo, entonces para todo & > 0 existe N > 0 tal que

00
S lealln <.
n=N

Luego, para m,n > N con m > n se tiene

m n m m—1 o]
Zxk - Zxk < Z TRl < Z lzklle < Z lzkle <e.
k=0 k=0 E k=n—1 E k=n—1 k=n—1

Por lo tanto la secuencia de sumas parciales de (x,)nen €s de Cauchy. Como E es completo,
tenemos que la serie generada por (2, )nen converge.
Ahora supongamos que toda serie absolutamente convergente en E es convergente, y sea (Yn)nen

una secuencia de Cauchy en E. La idea es considerar la secuencia de las diferencias
20 = Y0, 4n =Yn —Yn—1 Paran =1,

de modo tal que

N
Z Rk = Yn-
k=0

Sin embargo, no hay ninguna razén por la cual (z,),en deberfa ser absolutamente convergente. Lo que
haremos serd méds bien mostrar que una subsecuencia de (y,)nen es tal que sus términos de diferencia

definidos de modo andlogo a los de (2, )nen Si convergen absolutamente.
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Para cada n > 1, como la secuencia (y,)nen es de Cauchy, podemos encontrar a(n) € N tal que
para todo 4,5 > a(n),

1
Iy~ il < 5
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que a(n + 1) > a(n), de este modo (Yo (n))nen €s una
subsecuencia de (y,)nen. Definamos ahora la secuencia de las diferencias (wy,),eny dada por
Wo = Ya(0)y Wn = Ya(n) — Ya(n—1) Paran > 1

Tenemos que (wy,)nen €s absolutamente convergente pues

N N N-1

1
S lwkllz = la@lle + Y _vaw = Yat—nlle < IWa@llz + > 5 = [va e +2.
k=0 k=1 k=0

Por hipétesis, tenemos entonces que chv:o Wy = Ya(n) converge, por lo cual (y,)nen admite una

subsecuencia convergente. Como ya es sucesién de Cauchy, obtenemos que (y,, )nen es convergente. [

Ejercicio 5.2.4

Deduzca el criterio M de Weierstrass utilizando el teorema anterior.

[ Ejercicio 5.2.5 ]

Sea E un espacio de Banach y sea (z,)nen una sucesiéon que genera una serie absolutamente
convergente. Muestre que el limite no depende del orden de la serie, es decir, si p: N — N es

una funcién biyectiva, entonces

Z T = Z Is&(k)'
k=0 k=0

5.3. Transformaciones lineales continuas

Comenzaremos la seccién recordando algunos conceptos de dlgebra lineal. Sea E un espacio vec-
torial sobre un cuerpo K. Decimos que x € E es combinacién lineal de z1,...,x, € F si existen
ai,-...,a, € Ktal que

Tr=a121 + a2xo + -+ anTy.

Definicion 5.3.1: Base

Sea E un espacio vectorial sobre K. Decimos que un conjunto B es:

= Linealmente independiente si para todo n € N, by,...,b, € By aj,...,a, € K

tenemos que
a1by +ashbs + -+ anb, =0 = a; =ay=---=a, =0.

De manera equivalente, ningtin b € B es combinacién lineal de elementos de B \ {b}.
= Generador, si todo x € F es combinacién lineal de elementos de B.
= Base si es generador y linealmente independiente.
La dimensidén de un espacio E es la cardinalidad de una base de B. Si no existe una base finita

de F, decimos que F tiene dimensién infinita.
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Ejercicio 5.3.2

Muestre que si B es una base de E, entonces todo x € E admite una unica escritura como

combinacion lineal de elementos de B.

Se puede demostrar que todo espacio vectorial admite una base (ver Teorema , v que todas las
bases tienen la misma cardinalidad (es decir, la dimensién estd bien definida). Estas pruebas dependen
del axioma de eleccién (més precisamente, se utiliza una forma equivalente del axioma de eleccién

llamada “lema de Zorn”, ver Definicién

Definicién 5.3.3: Funcién lineal

Sean E y F' dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K. Una funciéon T: E — F es lineal

si satisface que para todo a,b € Ky todo z,y € E,

T(ax + by) = aT'(z) + bT (y).

Usualmente se habla de transformacién lineal o aplicaciéon lineal mas que de funcién lineal,
con el mismo significado. También se suele utilizar el término operador cuando se trata de una
transformacién lineal T: E — E de un espacio en si mismo, aunque en la literatura pueden encontrarse

otros usos de esa palabra.

[ Ejemplo 5.3.4 ]

Para cada matriz M = (m(i,7))1<i<m € Mmxn(R) la funcién T: R™ — R™ dada por
1<j<n

n

[T(xla oo 7xn)]l = Zm(l,])l’j, para 1 <¢ < m,
=1
es una funcién lineal. De hecho, toda transformacion lineal entre estos espacios puede represen-

tarse de esta forma.

[ Ejemplo 5.3.5 ]

Sea E = C([0,1],R). La funcién T: E — R dada por

1
()= | f@) da.
0
es lineal.
En lo que sigue estudiaremos cuando una funcién lineal es continua. Esto puede parecer un poco

extrano, ya que cuando consideramos funciones lineales de R™ en R™ para n,m > 1, estas siempre son

continuas como muestra el siguiente teorema.

Teorema 5.3.6: Continuidad de transformaciones lineales en dimension finita

Sean (E,| - |lg) v (Fy| - |lr) dos espacios vectoriales normados. Si E es de dimensién finita,

entonces toda transformacion lineal T: E — F' es continua.
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DEMOSTRACION. Como n = dim(E) < +00, todas las normas en E son equivalentes. Sin pérdida
de generalidad podemos considerar la norma definida por

n

lzlle = laxl,

k=1
para = y_,_, agei, donde {e1,--- ,e,} es una base fija de E.

Sea T: F — F una transformacién lineal. Sean & = 22:1 ager e y = ZZ:1 brer en E. Tenemos

que
1)~ T)lr = TG~ )l = |7 (ka - bk>ek) = > - b
k=1 F k=1 F
Luego,
— < — < i — .
I7@) =Tl < 3~ Ten)le < (i, Tl ) I vl
Tomando C' = méxi<j<y, ||T(e?)||r, deducimos que T es continua. O

A continuacién mostraremos que lo anterior no es valido en dimensién infinita. Para ello utilizare-

mos el teorema de existencia de bases Teorema [A.2.3

Proposicién 5.3.7: Existencia de funciones lineales discontinuas

Sea (E, ||-||) un espacio vectorial de dimensién infinita. Entonces existe una funcién lineal dis-
continua 7': £ — R.

DEMOSTRACION. Sea B una base de E. Como E es de dimensién infinita, tenemos que B es un
conjunto infinito. Sea {eg, e1,es,...} un subconjunto numerable de B. Definamos L: B — R de la
manera siguiente

L) = nlle;|| sib=e; para algin i € N
0 en caso contrario.
Como todo elemento de E se puede escribir de manera tinica como combinacién lineal de elementos
de B, la funcién L se extiende de manera tnica a una funciéon T: E — R de la manera siguiente: si
r =ayby +...a,b,, entonces
T(z) =a1L(by) + - + anL(by).

Mostremos que T' no es continua. En efecto, considere la secuencia (a,)nen donde

en
Ay = ——.
nlenl

Tenemos que ||a,|| = = y por lo tanto la secuencia (a,)nen converge a 0. Por otro lado,

T(an):T< cn ): L Tlen) =1.

nlleall ) nllenl

Luego la secuencia (T (ay,))nen converge a 1, sin embargo T(0) = 0. Esto muestra que 7' no es continua.
(]

En el caso de un espacio vectorial normado que no es completo, es posible dar ejemplos mas

explicitos.
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[ Ejemplo 5.3.8 ]

Sea R[z], el espacio de los polinomios a coeficientes en R. Este es un espacio vectorial de
dimensién infinita. Consideremos en R[z] la norma

P|| = max |P(z)|.

1Pl = méx |P(@)

Definimos la funcién T': R[z] — R por T'(P) = P(2), para todo P € R[z]. La funcién T es lineal

pero no es continua. En efecto, sea (P, )nen la sucesién de polinomios definidos por

Tenemos que

1P = Ol = [ Pall = sup |Pu(z)l = o,
z€[0,1]

lo que implica que (P,),en converge a 0. Sin embargo,
27’L
T o

Esto muestra que T no es continua, pues (T'(P,))nen no converge a T(0) = 0.

T(P,) = P,(2) =1

Las construcciones anteriores dicen que en el caso de un espacio vectorial de dimension infinita,
es necesario ser cuidadoso al considerar transformaciones lineales, ya que podrian no ser continuas. A
continuacion estudiaremos diferentes caracterizaciones de continuidad para transformaciones lineales

entre espacios vectoriales normados.

Definicién 5.3.9: Transformacion lineal acotada

Sean F, F' espacios vectoriales normados. Una transformacién lineal T': E — F' se dice acotada
si existe M > 0 tal que
IT(2)||r < M||z||g para todo = € E.

Observacion 5.1. Es importante destacar que la nocién de transformacion lineal acotada no corre-
sponde a la nociéon de funcién acotada que manejamos usualmente. Por ejemplo, la transformacion
T: R — R dada por T'(z) = z es una transformacién lineal acotada pues |T'(z)| < |z|, pero en tanto

que funcién de R en R no es acotada.

La nocién de acotada para operadores lineales proviene de una topologia en el espacio de trans-

formaciones lineales continuas, la cual es generada por la norma fuerte de operadores.

Definicién 5.3.10: espacio de transformaciones lineales acotados

Sean E, F' espacios de vectoriales normados y consideremos L(F, F) el espacio de transforma-
ciones lineales acotadas de E en F. La norma fuerte (a veces llamada la norma de operadores,
especialmente cuando F = F) estd dada para T € L(FE, F) por

|IT||op = nf{c > 0: |T(z)||r < c||z||z para todo z € E}.
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Ejercicio 5.3.11 ]

Muestre que para una transformacién lineal acotada T: E — F donde E # {0}:
|T]lop = nf{c > 0: |T(z)||r < c||z||r para todo x € E}

sup{||T(z)[|r : [l«]z < 1}

sup{[|T'(2)|[r : ]z = 1}

T
wp IZ@le
zeE\{0} |l &

Si no hay riesgo de error, escribiremos simplemente ||T|| en vez de [|T|op para simplificar la

notacion.

Proposicion 5.3.12: Continuidad para transformaciones lineales

Sean E, I espacios vectoriales normados y T': E — F una transformacion lineal. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

1. T es Lipschitz.
T es uniformemente continua.
T es continua.
T es continua para un xg € E

T es continua en 0.

@ & N

T es acotada.

DEMOSTRACION. Claramente (1) = (2) = (3) = (4).
Supongamos (4) y probemos (5). Sea (y,)nen una secuencia que converge a 0 y consideremos la
secuencia (zp)nen donde z, = xg + y,. Como T es continua en xg, si (z,)neN €8 Una secuencia que

converge a xg, entonces T'(z,) converge a T(x). Obtenemos que
T(yn) = T(2,) — T(xp) para todo n € N.

Tomando limite, obtenemos que T (y,,) converge a 0. Como (Y, )nen es arbitraria, obtenemos que 7T es
continua en 0.
Supongamos (5) y probemos (6). Si T' es continua en 0, entonces para ¢ = 1 existe § tal que si

lz]|lz < d entonces ||T'(x)||r < 1. Deducimos que si & # 0, entonces

(or7;)

De aqui se deduce que si tomamos M = § entonces ||T(z)||p < M||z| g para todo x € E.

2]l

_zlle <
F 1)

1T (@) =1

Supongamos (6) y probemos (1). Como T es acotada, existe M > 0 tal que ||T(2)||lr < M|zl

para todo z € E. En particular, dados =,y € E, escribiendo z = y — x obtenemos
IT(y) = T(2)llr = IT(y —2)llr <My —2|p <e.
Luego T es Lipschitz. O

Observacién 5.2. De la proposicién anterior se deduce que el espacio L(E, F') de transformaciones

lineales acotadas de F en F' es realmente el espacio de transformaciones lineales continuas de F en F'.
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Proposicién 5.3.13: Si F' es Banach, entonces L(E, F') es Banach

Sean E, F espacios vectoriales normados. Si F' es completo, entonces L(E, F') es completo para

la norma fuerte de operadores.

DEMOSTRACION. Sea (T),)nen una secuencia de Cauchy en (L(E, F),||-|lop). Es decir, para todo

e > 0 existe N € N tal que para n,m > N entonces
170 — Tinllop < e

En otras palabras, para cada © € F y n,m > N tenemos que [T, (z) — T, (z)||r < €||z| . Por lo
tanto la secuencia (T3, (x))nen es de Cauchy en F para cada = € E fijo, y como F es completo, cada

secuencia de Cauchy converge a un valor en F. Definamos para z € F la funcién f: E — F como

flx) = lim T,(x).

n—oo
Como T, es lineal para cada n, se deduce que f también es una funcién lineal.
Como (T},)nen es de Cauchy, entonces existe M > 0 tal que ||T;,|lop < M para todo k € N. De esto

podemos deducir que para todo = € F,
1/ (@)l F < sup||Thlop|lz]| & < M|zl e
neN

Es decir, f es acotada. Esto implica que f € L(E, F). Mostremos que (T,)ncn converge a f.

En efecto, para cada x € E tenemos que
1 (@) = Tn(z)|lp = lm [T (x) = T (z)|r < ezl e
m—ro0
En particular, por el ejercicio anterior obtenemos que para todo n > N,

If = Tallop = sup [[(f =To)(@)|lr = sup [|f(z)—Tu(2)|lr <e.
Izl g=1 z||p=1
Por lo cual (T},)nen converge a f en la norma fuerte de operadores. Esto muestra que L(E, F) es

completo. 0

[ Ejemplo 5.3.14 ]

Sea E un espacio de Banach y considere el espacio de funciones lineales continuas L£(E, E).
Dado T € L(E, E), podemos definir su composicién por 7° = id, y T = T o T"~ ! para n > 1.
Sea ||| una norma en L(E, E) que lo haga completo. Supongamos que ||T|| < 1, entonces
la secuencia (T™),en genera una serie que es absolutamente convergente. Como L(E, E) es

completo, tenemos que la secuencia (Tk) keN genera la serie

lim En: T+ = iT’“.
nee k=0 k=0
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[ Ejemplo 5.3.15 ]

Sea E un espacio de Banach y considere el espacio de funciones lineales continuas L£(E, E).

Para T € L(E, E), notemos que si ||-|| es una norma en L(E, E) que lo hace completo, entonces
N
k=0

Como L(E, E) es completo, tenemos que la secuencia (Tk—f)k genera la serie
"/ keN

Tk
K

= ()
<> <exp(ITl).
k=0

o0
Tk
exp(T) = —.
k!
k=0
De este modo es posible definir la exponencial de una transformacién lineal continua de un

espacio en si mismo.

[ Ejercicio 5.3.16 ]

Calcule explicitamente la transformacién lineal 7: R? — R2 dada por

(3= o)) )

Ejercicio 5.3.17

Muestre que la exponencial de una matriz (no necesariamente invertible) siempre es invertible

indicacion: muestre que la inversa de exp(A) es exp(—A).

5.4. El teorema de Banach-Steinhaus

Hoy veremos un teorema que generaliza la idea que enunciamos anteriormente de que la conver-
gencia puntual es suficiente para asegurar la continuidad en el limite si la familia es suficientemente
“rigida”. En este caso la palabra rigida se referird a funciones lineales continuas. Para eso utilizaremos

el teorema de categorias de Baire.

Teorema 5.4.1: Principio de la cota uniforme

Sea E un espacio de Banach, F' un espacio vectorial normados y sea F C L(E, F') una familia
de funciones lineales continuas. Supongamos que para todo z € FE existe M, > 0 tal que
IT(x)||lFr < M, para todo T € F. Entonces existe M > 0 tal que

IT||= sup [|T(z)||r < M para todo T € F.
xr E:1
DEMOSTRACION. Considere para n € N los conjuntos

E,={xz € E:|T(2)||r <n, para todo T € F}.
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Es claro que la secuencia (E,),ecn es encajonada y que cada conjunto E, es cerrado. Por otro lado,
por hipétesis para cada x existe M, tal que |T(z)| < M, para todo T' € F, tenemos que = € E,, para
todo n > M,. En particular la unién de los conjuntos F, es E.

Por el Corolario (teorema de Baire, segunda forma), existe N € N tal que int(Ey) # 0. En
otras palabras, existe o € E'y R > 0 tal que B°(zg, R) C En. Como Ey es cerrado, tenemos que
B(zg, R) C En.

Reescribiendo lo anterior, obtenemos que para todo x € E tal que ||z — x¢||g < €, tenemos que
para todo T' € F entonces

IT(@)]r < N.

Sea y € E tal que |ly]|g <1y seaT € F arbitrario. Obtenemos que

1Tl = I T(Ry — o) + T(ro) 1

2N

1 1
< EHT(RQ —z0)|lF + EHT(xo)”F < 7

Como T es arbitrario, definiendo M = % obtenemos que

IT|| = sup ||T(x)||r < M paratodo T € F.

lzlle=1

O

Un corolario del principio de la cota uniforme es que el limite puntual de transformaciones lineales

continuas es una transformacién lineal continua

[ )

Sea (T}, )nen una secuencia de transformaciones lineales continuas entre un espacio de Banach E

y un espacio vectorial normado F. Si (T},)nen converge puntualmente a una funcién T': E — F,

entonces T es una transformacion lineal continua.

DEMOSTRACION. Es directo de la caracterizacién de transformaciones lineales continuas como

funciones lineales acotadas. Queda como ejercicio completar los detalles. O

Observacion 5.3. En la literatura, a veces se le llama teorema de Banach-Steinhaus al principio de

la cota uniforme, y a veces a su corolario sobre la convergencia puntual de funciones lineales continuas.

Ejercicio 5.4.3

Construya una secuencia de funciones lineales continuas 7': R — R que converjan a una funcién
lineal continua pero que no converjan uniformemente. Concluya que el teorema anterior no

permite asegurar la convergencia uniforme.

Ejercicio 5.4.4 ]

Considere C([0,1],R) con la norma del supremo y sea A C C([0,1],R). Muestre que si para
toda forma lineal continua T': C([0,1],R) — R,

{T(f): f € A} es un conjunto acotado en R.
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Entonces el conjunto A es acotado en C([0,1],R) con respecto a la norma del supremo.

5.5. Espacio dual y bidual

Definicién 5.5.1: Espacio dual

Sea E un espacio vectorial normado. Denotaremos por E* = L(E,R) el espacio de funciones
lineales continuas de E en R y lo llamaremos el dual de F.

El espacio E* se dota de la norma fuerte de operadores definida anteriormente
lz*[|lop = sup{|z*(z)| : |z||g = 1} para todo z* € E*.
Los elementos de un espacio dual E* suelen llamarse formas lineales continuas y denotarse con

un superindice asterisco, como por ejemplo z* € E*. En general, al escribir E* damos por entendido

que se estd utilizando la norma fuerte de operadores.

Ejercicio 5.5.2

Caracterice el espacio dual de R™ y describa la norma de operadores.

Ejercicio 5.5.3

Muestre que si F es un espacio vectorial normado entonces E* con su norma es también un

espacio vectorial normado con las operaciones
(* +y")(z) = 2" (x) + y*(x) para todo = € E,

(cz™)(z) = ca*(x) para todo c € R,z € E.

Observacion 5.4. En algunos textos se utiliza la notacién E* para referirse al dual algebraico
de E, es decir, el espacio vectorial de funciones lineales (no necesariamente continuas) de E en R.
En ese contexto el dual que definimos anteriormente se denota usualmente por E’ y se llama dual
topolégico. En nuestro caso utilizaremos la notacion E* mas bien para referirnos al dual topolégico

vy no hablaremos del dual algebraico.

Una consecuencia de la Proposicién es que el dual de un espacio vectorial normado es un
espacio de Banach, inclusive si el espacio de partida no era completo!

Una pregunta interesante es qué tan grande es el dual de un espacio vectorial normado. A priori
podria ocurrir que E* sea el espacio vectorial trivial con un solo punto (la funcién constante igual a
cero)! A continuacién hablaremos de un teorema cldsico que permite mostrar que si £ # {0}, entonces
existen inifnitas formas lineales continuas distintas en E*.

Sea M un subespacio de E. Decimos que una transformacién lineal T: E — R es una extension

de G: M — R si para todo © € M tenemos que

Decimos que una funcién p: E — R es una seminorma si satisface todas las propiedades de una

norma salvo que p(xz) = 0 si y solamente x = 0.
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Teorema 5.5.4: Hahn-Banach (extensién)

Sea E un espacio vectorial normado sobre R. Sea M un subespacio vectorial de F y x* una

forma lineal sobre M. Para toda seminorma p: £ — R tal que
|z*(x)| < p(x) para todo x € M,
existe una forma lineal z* € E* tal que =% es una extension de x* y

|z*(x)| < p(z) paratodox € E.

Observacion 5.5. La prueba del teorema de Hahn-Banach utiliza el lema de Zorn. No lo demostraremos
en este curso (Una prueba puede encontrase en Teorema 1.1 de [Brel0]). Se ha probado que es posible
demostrar el teorema de Hanh-Banach usando postulados un poco més débiles que el lema de Zorn,

como por ejemplo el lema de ultrafiltros.

Observacion 5.6. La condicién de que p sea una seminorma se puede relajar ain més por la condicién
de que p sea una funcién convexa. Es decir, tal que p(Az + (1 — N)y) < Ap(x) + (1 — X\)p(y) para todo
z,y € E, A€ ]0,1].

Un corolario del teorema de Hanh-Banach es la existencia de una cantidad al menos no-numerable

de funciones lineales continuas en todo espacio vectorial no trivial.

[ )

Sea E un espacio vectorial normado sobre R. Si E # {0} entonces existe una cantidad no

numerable de formas lineales continuas no triviales.

DEMOSTRACION. Como E # {0}, existe zp € E \ {0}. Denotamos por Rz el subespacio de E
generado por zg. Para cada A € R, definamos z7%: Rxg — R por

zy(axo) = Aa  para todo a € R.

Considere la seminorma py: E — R dada por

A
@) = 2.

~ lzolle

Notemos que |z3(z)| < pa(z) para todo z € Rxg. Por el teorema de Hahn-Banach, existe una forma
lineal Z§: E — R que extiende a 2} y tal que |2} ()| < p(z) para todo x € E.
En particular,

_ - A
|23 = sup [z3(z)| < sup pa(z) = ——.
o] =1 el m=1 lzoll &

Luego % es una forma lineal continua. Notemos que cada valor de A asigna el valor 5 (zg) = A, luego,
la transformacién ¢: R — E* tal que ¢(\) = 3 es inyectiva, de donde se deduce que existen no

numerables formas lineales continuas no triviales. O

Observacién 5.7. En la prueba anterior, notemos que la extensién z% de x% tiene la misma norma
) A A
que x3, es decir

sup [Z3(z)| = sup  |z}(2)]
|z||e=1,2€E |z||E=1,x€Rzo

En general la misma prueba muestra que se puede extender una funcién lineal definida en un

subespacio F' de modo tal que la extensién tenga la misma norma.
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Definicién 5.5.6: Espacio bidual

Sea E un espacio vectorial normado sobre R. El espacio bidual de E (o bidual topolégico) es

el espacio E** = L(E*,R) provisto de la norma de operadores.

De forma mas simple, el bidual de E es el dual de E*. Lo que es interesante, es que el espacio F

se puede identificar con un subespacio de E**.

Proposiciéon 5.5.7: E es un subespacio de E**

Existe una isometria lineal y continua ¢: £ — E**.

DEMOSTRACION. Dado = € E, se puede definir ¢,: E* — R por

¢.(f) = f(z), para todo f € E*.

Notemos que ¢, es lineal pues

G2(ALf + A2g) = (ALf + A2g) (@) = Arf(2) 4+ A2g(2) = A1 (f) + A2dba(9),
y por otro lado es continua ya que,
|02 ()| = [f (@) <[ f]| - |2 -
Luego ¢, € E**. Definamos ¢: E — E** la funcién tal que
o(x) = ¢y, para todo = € E.

Es directo verificar que ¢ es lineal. Por otro lado, es continua ya que

lell = sup [o(@)[[ge- = sup |lgz)lp- = sup sup [f(z)] <1.
lzllm=1 llzllp=1 lzlle=111fllz+=1
Mostremos que ¢ es isometria, es decir, que ||¢z|| g« = ||z|g. El resultado es evidente para x = 0,

supongamos que x # 0.
Por el argumento anterior, tenemos que ||¢;||g+= < ||z||g. Para la otra direccién, consideremos el

subespacio vectorial Rx y la funcién f: Rz — R definida por
fAz) = Mz|| e

Por el teorema de Hahn-Banach, sabemos que f puede extenderse a una funcién lineal continua f: E—
R tal que || f|| = ||f]l. De este modo

lbale = sup O @)

> = = |z g
res\{oy 1flle= = || flle-

Luego ¢ es una isometria. O
Observacién 5.8. La funcién ¢: F — E** dada por

o(x) = ¢, paratodo x € E
donde ¢, : E* — R esta dada por ¢, (f) = f(z) para todo f € E*, se denomina evaluacién canénica.

Los espacios E' y ¢(FE) C E** son isomorfos en tanto que espacios vectoriales, pero mds atn,
son isométricos en tanto que espacios vectoriales normados. En palabras simples, esto significa que
son esencialmente el mismo espacio. Cuando existe una isometria lineal continua biyectiva entre dos

espacios vectoriales normados, se dice que son isométricamente isomorfos.



5.5. ESPACIO DUAL Y BIDUAL 125

[ Ejemplo 5.5.8: Espacio tal que el bidual es distinto a si mismo ]

Sea E un espacio vectorial normado no completo, por ejemplo el espacio de polinomios a coe-

ficientes reales con la norma del supremo en [0, 1]. Luego E** es completo, por lo cual
(E, |Illg) no es isométricamente isomorfo a (E**, ||| g++)-

Ya que la completitud de un espacio métrico es invariante de isomorfismo de espacios métricos

(isometria biyectiva).

Definicién 5.5.9: Espacio reflexivo

Un espacio de Banach para el cual la evaluacién canénica ¢: E — E** es sobreyectiva se dice

reflexivo.

Observacion 5.9. Es importante notar que existen espacios de Banach que son isométricamente
isomorfos a su bidual, pero la evaluaciéon canoénica no es sobreyectiva. Es decir, espacios que pueden
identificarse a su bidual pero no mediante la funcién ¢ definida anteriormente. Un ejemplo de esto

puede encontrarse en [Jam51].

Los siguientes ejemplos y observaciones serdan dados sin demostracion. Para demostrarlos es nece-
sario pasar por varias desigualdades intermedias, mas precisamente, la desigualdad de Jensen, luego
la desigualdad de Young, la desigualdad de Holder y finalmente la desigualdad de Minkowski. Una

referencia standard para sus pruebas es [Brel(].

[ Ejemplo 5.5.10: Espacios /?(R) ]

Sea p € (1, +00). Consideremos el espacio £P(R) dado por
PR)={a:N=>R: Z la(n)P < o0.}
n€eN

Con la norma

1

lall, = (Z |a<n>|p>p

neN
Entonces el espacio (¢ (R), ||-||,) es reflexivo.

Observacién 5.10. Se puede verificar de hecho, que si p, ¢ € (1,400) son tales que

il

p q
Entonces el dual de (¢7(R), ||-||,) es isométricamente isomorfo a (¢7(R), ||-||;) mediante la transfor-
macién que asigna a cada elemento de b € ¢4(R) la transformacién lineal J,: ¢?(R) — R dada por
Jy(a) =3, cna(n)b(n). Con este resultado, el resultado del ejemplo anterior se convierte en un coro-
lario. Notemos que el caso de p = 2 es especialmente interesante, ya que el dual de (¢2(R), [|-]|2) es
isométricamente isomorfo si mismo.

Los casos limites de ¢}(R) y del espacio £>°(R) de las sucesiones acotadas son de especial interés,

ya que no son espacios reflexivos. Estos espacios junto con sus espacios duales se estudian usualmente

en un curso de teorfa de la medida o de anélisis funcional.
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5.6. Espacios de Hilbert

Hay un tipo especial de espacio vectorial normado cuyo dual es isométricamente isomorfo a si

mismo. Para ello debemos definir algunos términos

Definicién 5.6.1: forma bilineal simétrica definida positiva

Sea E un espacio vectorial sobre R. Una forma bilineal sobre E es una funcién f: Ex E — R

que satisface lo siguiente:

L f(z,y+2)=flz,y) + f(z,2) y f+y,2) = f(z,2) + f(y, 2), para todo z,y, 2 € E.
2. f(z,\y) = f(Ax,y) = Af(z,y), para todo z,y € Ey A € R.

Si ademas la forma bilineal satisface que

f(z,y) = [y, @),

decimos que es simétrica.

Si ademas la forma bilineal simétrica satisface que
f(z,z) > 0six#0,

decimos que es definida positiva.

Dadas las propiedades anteriores, una forma bilineal simétrica se llama también producto escalar

y se suele denotar de la manera siguiente:

f(xay) = (m,y>

De este punto en adelante, privilegiaremos la notacién (z,y) y el término producto escalar.

Definicién 5.6.2: espacio pre-Hilbert

Un espacio pre-Hilbert es un espacio vectorial E sobre R equipado con un producto escalar
() ExE—=R.

Proposicion 5.6.3: Desigualdad de Cauchy-Schwarz

Sea E un espacio pre-Hilbert con producto escalar (-, -). Para todo z,y € E se tiene que

z, y)| < V{z, 2)V/ (Y, y)-

DEMOSTRACION. Notemos primero que (0,0) = (1,0) — (1,0) = 0. Luego la desigualdad es trivial
si x =0 o y = 0. Supongamos que ambos son distintos de 0.

Definamos por conveniencia para z € E, ||z|| = 1/(z,2) (mds adelante mostraremos que es efecti-
vamente una norma en E, por ahora es solo una notacién).

Consideremos A = T\:/ ﬁﬁ) € R. Tenemos que Por propiedades del producto escalar tenemos que

|z — Ay||* > 0. Podemos reescribir esta expresiéon de la manera siguiente:
lz = Myl = [zl = 2z, ) + A?[lyl®

2 (@9)? (&)
lyl[? lyl1*

= [l Iy1®
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— ||l‘||2 _ (<x,y))2
ly11?

. 2
Luego ||z|? > (<|7‘“7fﬁ>2) , lo cual es equivalente a decir que

(o, )] < lllPllyll* = v/ (@, 2) v/ (v ).

Lo cual demuestra la desigualdad de Cauchy-Schwarz (|

[ )

Dado un espacio pre-Hilbert E con producto interno (-,-), la expresién ||z|| = +/(z, z) para

z € F define una norma en F.

DEMOSTRACION. Si ||z]] = 0, tenemos que (z,z) = 0. Como la forma lineal es definida positiva,
tenemos que z = 0.

Por otro lado, para A € R tenemos que

M2l = VA2, A2) = VA2 (2, 2) = ]|

Finalmente, verifiquemos la desigualdad triangular. Utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz

obtenemos que que
2+l = ll=l|* + 2¢z, y) + lly]1?
< )l + 2]zl + [yl
= (=] + vl

Luego ||z +y|| < [lzf| + [ly]- U

Con lo anterior, finalmente podemos definir los espacios de Hilbert.

Definicién 5.6.5: Espacio de Hilbert

Decimos que un espacio vectorial H provisto de un producto escalar (-,-) es un espacio de

Hilbert si es completo con respecto a la norma que proviene del producto escalar.

Ejemplo 5.6.6: R™ con el producto punto ]

Sea n > 1. El espacio R™ equipado con la norma asociada al producto escalar

<(x17 cee 7mn)v (yla cee 7yn)> = szyz
=1

es un espacio de Hilbert. La norma en este caso es

" 1/2
||(!E1,...,.’En)||2= <Z|$z|2> o

i=1



128 5. ESPACIOS VECTORIALES NORMADOS

[ Ejemplo 5.6.7: Espacio de secuencias cuadrado-sumables ]

El espacio £?(R) de las sucesiones a: N — R tales que >~ . |a(n)|* < oo, equipado del producto

escalar

(a,b) = Z a(n)b(n),

neN
es un espacio de Hilbert. La norma en este caso es

1/2
Haz(E:MOﬂF>

neN

Ejemplo 5.6.8: Espacio de funciones continuas cuadrado-integrables

El espacio £2([0, 1], R) de las funciones continuas f: [0,1] — R tales que

1
/'udex<m,
0

equipado del producto escalar
1
(f9) = [ f@go) do.
0

Es un espacio pre-Hilbert que induce la norma siguiente.

|ﬂb<£ﬂﬂ@ﬁ¢0

El espacio £2([0,1],R) no es un espacio de Hilbert ya que no es completo, por ejemplo, la

1/2

sucesién de funciones (fy,)n>1 dada por

0 sizel0,3— 2]
F@=1F-3+} secl-di+d.
1 size[t+11]
|
|
fn |
11 1,1
27 m 2w

Es de Cauchy pero no converge en £2([0, 1], R).

Observacién 5.11. La convergencia en £2([0,1],R) no implica la convergencia puntual. En efecto, la

secuencia de funciones continuas (f,),>1 dada por

0 size0,1— )
fa(z) = _ j
V2n3z 4+ 2n(1—n?) size[l-— 1]
Cumple que
1
1
Il = [ o) do= 1.
0 n

Luego la secuencia (fn)n>1 converge en norma |||z a la funcién constante igual a 0. Sin embargo,
(fn(1))n>1 diverge.
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Observacién 5.12. El espacio £2([0,1],R) se puede definir en un contexto méas general donde sus
elementos no son realmente funciones continuas, sino clases de equivalencia de funciones cuyos valores
difieren de alguna funcién continua en un conjunto pequeno, esto es, un conjunto “de medida nula”.
Este espacio, que se denota por L2([0, 1], R), es un espacio de Hilbert con propiedades m4s interesantes

que £2([0,1],R) y se estudia usualmente en un curso de teorfa de la medida.

Es posible definir todo lo anterior en el caso de espacios vectoriales sobre C. En ese caso, en
vez de considerar una forma bilinear simétrica para definir el producto escalar, se utiliza una forma

sesquilinear, es decir, una funcién f: E x E — C que satisface lo siguiente:

L flz,y+2) = f(z,y) + f(z,2) y flz+y,2) = f(2,2) + f(y, 2), para todo x,y, 2 € E.
2. f(z,y) = Af(2,y) vy f(x,My) = Af(x,y), para todo z,y € E y A € C.

Se dice que la forma sesquilineal es hermitica si

f(xz,y) = f(y,x) para todo z,y € E.

Un espacio pre-Hilbert complejo, es un espacio vectorial sobre C, equipado con una forma sesquilin-
ear hermitica definida positiva. Estos espacios también satisfacen la desigualdad de Cauchy-Schwarz
y se puede definir una norma mediante ||z|| = /f(z,z). Del mismo modo, se dice que un espacio
pre-Hilbert complejo es un espacio de Hilbert, si la norma definida por su forma sesquilinear hermitica
definida positiva lo hace completo.

Veamos algunas propiedades de los espacios de Hilbert (reales). Para ellos precisaremos de algunas

definiciones.

Definicién 5.6.9: Proyeccion

Sea (X, d) un espacio métrico, A C X y x € X. Una proyeccién de z sobre A es un elemento
p € A que satisface
d(z,A) = d(z, p).

En general, las proyecciones no tienen por que existir. Sabemos que si A es compacto, entonces
para todo z € X existe al menos una proyeccién. Cuando la proyeccién existe, esta no necesariamente
es Unica. Por ejemplo, el centro de una circunferencia tiene una infinidad de proyecciones sobre la

circunferencia.

Definicién 5.6.10: Convexidad

Sea H un espacio vectorial sobre R. Un subconjunto C' de H es convexo, si para todo z,y € C
y A € [0,1] se tiene que Az + (1 — Ny € C.

Teorema 5.6.11: Teorema de la proyeccion

Sea (H,(-,-)) un espacio de Hilbert y C' C H un subconjunto convexo, cerrado y no vacio.

Entonces, para cada punto x € H existe una tnica proyeccién 7o (z) de x sobre C.

Para la prueba, ver Teorema 4.10 de [Rud87].
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Definicién 5.6.12: Ortogonalidad

Sea (H, (-,-)) un espacio de Hilbert. Se dice que = e y en H son ortogonales si (z,y) = 0. Para

A C H se define el conjunto ortogonal de A como

At ={z € H: (z,y) =0, para todo y € A}.

Con lo anterior, se puede demostrar el teorema siguiente (ver nuevamente [Rud87].)

Proposicion 5.6.13: Caracterizacion de espacios ortogonales

Sea (H, (-,-)) un espacio de Hilbert y F' un subespacio vectorial cerrado de H. La proyeccién

de x € H sobre F esta caracterizada de la manera siguiente:

(x —mp(x),z) =0, siy solamente si z € F.

Usando los resultados de proyeccion se puede demostrar que un espacio de Hilbert real es isomorfo
a su dual. Este resultado es consecuencia del teorema de representacién de Riesz. Para su demostracion
ver Teorema 4.12 de [Rud87].

Teorema 5.6.14: Teorema de representacion de Riesz

Sea (H, (-,-)) un espacio de Hilbert. Para cada forma lineal T' € H* existe un unico y € H tal
que:
T(xz) = (x,y), para todo z € H.

Es claro que la aplicacién T, : H — R dada por Ty(x) = (x,y) es lincal. El teorema anterior dice
que de hecho, esas son todas las funciones lineales continuas de H en R. Se puede demostrar entonces
que la transformacién ¢: H — H* dada por ¢(y) = T, es un isomorfismo, y por lo tanto todo espacio
de Hilbert es autodual.



Apéndice A

Axioma de eleccién y lema de Zorn

A.1. Una pincelada de teoria de conjuntos

A inicios del siglo XX, gran parte de la matematica se realizaba usando de manera intuitiva
la nocién de “conjunto” en donde se podia definir de manera irrestricta un conjunto de elementos
determinados por una propiedad. Esto presentaba problemas, uno de los mas notables es la llamada

paradoja de Russell:

Ejemplo A.1.1: Paradoja de Russell ]

Sea E el conjunto de los conjuntos que no se contienen a si mismos, es decir
E={M:M¢M}.

Si se pudiese definir este conjunto, entonces la expresion “FE pertenece a E” no es ni cierta ni
falsa. Si E € F, entonces por definicién F ¢ E lo cual es una contradiccién; Por otro lado, si

E ¢ E entonces por definicién E € F, lo cual también lleva a una contradiccién.

En el lenguaje de l6gica, una axiomatizacién que lleve a enunciados que sean a la vez falsos y
verdaderos se denomina inconsistente. Hay que mencionar que anterior a la paradoja de Russell
(1901), s hubo intentos de axiomatizar la teorfa de conjuntos, notablemente los de Cantor y Frege,
que se demostraron inconsistentes posteriormente.

Hoy se utilizan varias axiomaticas distintas de teoria de conjuntos. Las més notables son las de
Zermelo-Fraenkel + axioma de eleccién (ZFC), Von Neumann-Bernays-Gédel (NBG) y Morse-Kelley
(MK), y son equivalentes en lo que respecta a predicados que involucran solamente conjuntos. Es
interesante notar que no se ha logrado mostrar que ninguna de estas axiométicas es consistente.

La axiomaética de Zermelo-Fraenkel consiste en nueve postulados. A continuacién mostraremos
algunos y explicaremos el sentido del resto sin dar las formulas o entrar en detalles. Una introduccion

a esta teoria puede encontrarse en [Gol96].
1. Axioma de extensionalidad: dos conjuntos son iguales si tienen los mismos elementos.
Va,(a €x <= a€y) < x=y.
2. Axioma del conjunto vacio: existe el conjunto vacio &.
12 Vy,y ¢ @.

3. Axioma de pares: Dados dos conjuntos z e y, existe el un conjunto z = {z,y} que los
contiene a ambos.

Va,VyFz(Vu € z,u =x Vu=y).

4. Axioma de la unidon: dada una coleccién de conjuntos, existe un conjunto que contiene los

elementos de todos ellos.
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5. Axioma del conjunto potencia: Para cada conjunto x, existe un conjunto que contiene
todos los subconjuntos de z.

6. Esquema axiomatico de especificacion: Para cualquier férmula de primer orden con una
variable libre ¢(v) y todo conjunto z, existe un conjunto que contiene los elementos a de x que
satisfacen ¢(a).

7. Esquema axiomatico de reemplazo: Un objeto definido a partir de un conjunto y una
funcién “definible” es también un conjunto.

8. Axioma de infinitud: Existe un conjunto infinito en el sentido siguiente, existe un conjunto
x tal que @ € x, y si y € x entonces y U {y} € x. (esto codifica la nocién de sucesor y permite
la existencia de N)

9. Axioma de regularidad: Para todo conjunto no vacio x existe un conjunto y € x tal que

x Ny = . Esto en particular evita que hayan conjuntos que se contengan a si mismos.

En general, los axiomas anteriores no bastan para demostrar teoremas a los cuales estamos ha-
bituados, como por ejemplo que el producto de espacios topoldgicos compactos es compacto (teorema
de Tychonoff), o que todo espacio vectorial admite una base. Es por eso que usualmente se afiade
un axioma extra a la teoria ZF llamado axioma de eleccion. La axiomética anterior sumada a este

axioma se denomina axiomética ZFC.

Definicion A.1.2: Axioma de elecciéon

Dada una coleccién de conjuntos no vacios {X;}iecr existe una funcién “de eleccién” f: I —
U,er Xi tal que f(i) € X; para todo i € I. Formalmente,

vx[sz — 3 XX VAGX(f(A)eA)}.

Ejercicio A.1.3: Formulaciéon equivalente del axioma de eleccién ]

Muestre que el axioma de eleccion es equivalente al enunciado: Dada una coleccién de conjuntos

no vacios {X; };cr, entonces su producto cartesiano es no vacio.

Si bien el axioma anterior parece natural, su inclusién en la teoria tiene consecuencias poco natu-
rales, como por ejemplo la paradoja de Banach-Tarski (existe una particién finita de la bola unitaria
en R? tal que si trasladamos y rotamos cada elemento de la particién de manera adecuada, el resultado
son dos copias de la bola unitaria en R3.)

Se ha demostrado que, condicional a que la teoria de ZF sea consistente, entonces tanto ZF +
axioma de eleccidn es consistente como ZF+ la negacion del axioma de eleccién es consistente. En

otras palabras, el axioma de eleccién no se puede demostrar ni cierto ni falso en ZF.

A.2. Lema de Zorn y principio del buen orden

A continuacién mostraremos dos enunciados que son légicamente equivalentes al axioma de eleccién
en ZF. Para ello recordemos que un orden total en un conjunto X se denomina buen orden si todo
subconjunto no vacio de X admite un elemento minimo.

Por ejemplo, el orden habitual en los niimeros naturales es un buen orden. El siguiente enunciado
(que llamaremos provisoriamente “principio del buen orden”) dice que es posible dotar a cualquier

conjunto de un buen orden.
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Definicién A.2.1: Principio del buen orden

Todo conjunto puede ser dotado de un buen orden.

Dado un conjunto X y un orden parcial < en X, una cadena es un subconjunto ¥ C X tal que
la restriccion del orden < a Y genera un orden total. Una cadena Y C X admite cota superior, si
existe z € X tal que y < z para todo y € Y. Decimos que un elemento = en el orden < es maximal, si
para todo y € X tal que < y, entonces x = y. Consideremos el siguiente enunciado (que llamaremos

provisionalmente “lema de Zorn”).

Definicion A.2.2: Lema de Zorn

Sea X un conjunto no vacio dotado de un orden parcial <. Si toda cadena no vacia de X admite

una cota superior, entonces existe un elemento maximal en X.

Antes de continuar, mostraremos que la existencia de bases en un espacio vectorial es una conse-

cuencia del lema de Zorn (si asumimos el lema de Zorn como verdadero)

Teorema A.2.3: Existencia de bases en un espacio vectorial

Sea E un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Entonces existe una base B de E.

DEMOSTRACION. Por definicién, un espacio vectorial es no vacio (el conjunto vacio no contiene
un elemento identidad para la suma). Consideremos el conjunto LI(E) de todos los subconjuntos de
FE que son linealmente independientes ordenado parcialmente por la inclusién C. Dada una cadena no
vacia C' C LI(E), mostremos que su unién U = [J .- A es una cota superior en LI(E).

En efecto, dado A € C, como A C U es claro que U es cota superior de la cadena C'. Si U no fuese

linealmente independiente, existiria uy,...,u, y a1,...,a, € K no todos nulos tales que
n
Z a; U1 — 0.
i=1
Por definicién, cada a; pertenece a un conjunto A; € C, se deduce luego que para A = max{4;,..., A, } €

C, cada a; € A y luego existiria un elemento en C' que no es linealmente independiente contradiciendo
que C es cadena en LI(E). Deducimos que U es linealmente independiente.

Por el lema de Zorn, existe un elemento maximal B € LI(F), es decir, un conjunto lineal-
mente indpendiente que no es subconjunto estricto de ningin otro conjunto linealmente independiente.
Mostremos que B es también generador.

Si B no fuese generador, existiria z € E'\ B que no puede ser escrito como combinacién lineal de
elementos en B. Se deduce que BU {z} es un conjunto linealmente independiente que contiene a B, lo

cual contradice la maximalidad de B. O

Suele decirse en broma que el axioma de eleccién es “evidente”, el principio del buen orden es
“claramente falso” y el lema de Zorn... “pues quizés si quizds no”. Lo sorprendente es que estos
ultimos enunciados no son realmente resultados de ZF, sino que son formulaciones equivalentes del

axioma de eleccion!
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Teorema A.2.4: Equivalencias del axioma de eleccion en ZF

Asumiendo la axiomaética ZF, son equivalentes:

1. El axioma de eleccion,
2. El principio del buen orden,
3. El lema de Zorn.

Una verdadera demostracion del resultado anterior implicaria definir formalmente el resto de pos-
tulados de ZF y utilizar 16gica proposicional de primer orden para mostrar las equivalencias anteriores,
lo cual estd mas alla de los objetivos de este curso. Daremos sin embargo una idea intuitiva de estas

pruebas.

DEMOSTRACION. (2) = (1): Sea X una coleccién de conjuntos no vacios y consideremos la
unién de todos ellos U = [J, x A. Por el teorema del buen orden existe un buen orden < en U. Sea
f+ X — U la funcién definida por

f(A) = min(A).
Donde min(A) se refiere al minimo del conjunto A determinado por el buen orden <. Tenemos que f
es una funcién de eleccién.

(3) = (2): Sea X un conjunto y consideremos el conjunto BO(X) de todas las tuplas (Y, <)
donde Y C X y < es un buen orden en Y. Claramente la tupla dada por @ y el orden vacio es un
elemento de BO(X), por lo cual BO(X) # .

Dados conjuntos Y7, Y, dotados de 6rdenes <j, <o respectivamente, decimos que (Y7,<;) es un
segmento inicial de (Y, <s) si Y7 C Y5, <;C<, y para todo a € Y] tenemos que el conjunto
{beYs:b<sa} C Y.

Dotamos BO(X) del orden parcial donde (Y7, <) < (Y2, <3) si y solamente si (Y7, <1) es segmento
inicial de (Y2, <2). Sea C' = (Y, <;)ier una cadena en BO(X). Tomemos Y = (J,.; Yi v <= U,¢; <i-
Es facil verificar que todo orden (Y;, <;) es segmento inicial de (Y, <). Mostremos que < es un buen
orden sobre Y.

En efecto, sea S C Y un conjunto no vacio. Luego existe a € S. Por definicién existe i € I tal que
a €Y;. Como (Y;,<;) es segmento inicial de (Y, <), el conjunto F = {b € S : b < a} estd contenido en
Y;. Como la restriccién de < a S, x S, es <;, y <; es buen orden, existe el minimo de .S, que coincide
con el minimo de S. Esto muestra que < es buen orden.

Por el lema de Zorn, existe un elemento maximal (E, <) en BO(X). Basta demostrar que E = X.
Si E # X, entonces existe x € X \ F y podemos definir un orden en E U {z} donde = sea mayor
a todo elemento de E. El orden (FE, <) serfa un segmento inicial de este orden, lo cual contradice la
maximalidad de (F, <).

(1) = (3): La demostracién del lema de Zorn a partir del axioma de eleccién es un poco més
compleja y para dar una idea de ella haremos uso (no justificado y muy informal) de la teoria de
ordinales.

Un ordinal es un conjunto O con la propiedad de que todo subconjunto propio de O es también

un elemento de O y la relacién de subconjunto define un buen orden. Por ejemplo

1. @ con el orden total trivial es un ordinal.
2. {@} con el orden @ < {@} es un ordinal.
3. {&,{@}} con el orden @ < {@} < {@,{}} es un ordinal.

Hay dos maneras de generar ordinales a partir de ordinales.
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1. Dado un ordinal O, se puede considerar el ordinal S = O U {O}. Este ordinal se denomina
sucesor.
2. Dado un conjunto de ordinales C', se puede considerar el ordina L = (Jy ¢ O. Si L no pertenece

a C, el ordinal L se denomina limite.

En general, se puede comenzar con & y construir una secuencia de ordinales sucesores que rep-
resentan los naturales, luego tomar el limite de ellos para obtener el primer ordinal infinito, luego
tomar sucesivamente sucerores de este y luego limite, etc. Lo que se puede probar es que la colecciéon
de ordinales es muy GRANDE;, en el sentido de que no existe ningin conjunto que contenga a todos
los ordinales. La razén (informal) es que si existiese un conjunto que contuviese a todos los ordinales,
entonces este se podria identificar como un ordinal también, lo cual esta proscrito por el axioma de
regularidad (ver paradoja de Burali-Forti). Una consecuencia de que la coleccién de los ordinales no
sea un conjunto es que no se puede definir una funcién inyectiva de la colecciéon de ordinales a un
conjunto.

Daremos una idea de como deducir el lema de Zorn a partir del axioma de eleccién utilizando
ordinales. Supongamos por contradicciéon que existe un conjunto X no vacio parcialmente ordenado
por < donde toda cadena no vacia admite una cota superior, pero que sin embargo no admite un
elemento maximal, es decir, para todo z € X el conjunto U, = {y € X : < y,y # x} es no vacio. Por
el axioma de eleccién existe f: X — X tal que f(x) € U, para todo z € X.

Sea C la coleccién de cadenas no vacias de X. para cada cadena C' € C, el conjunto Us de
cotas estrictamente superiores para C es no vacio. Por el axioma de eleccién, existe una funcion
h: C — Ugee Uc que a cada cadena le asigna una cota superior en X.

Sea x € X arbitrario. Definamos una funcién g por induccién transfinita en los ordinales de la
manera siguiente:

1. para el ordinal @, g(@) = z.
2. para un ordinal sucesor, g({0} U O) = f(g(0O)).
3. para un ordinal limite, g(yc 4 O) = h((9(0))oea)-
Como los ordinales son totalmente ordenados, tenemos que esta es una funcién estrictamente

creciente con respecto al orden <, por lo cual es inyectiva. Esto contradice la paradoja de Burali-
Forti. 0
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