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H(u) = Z i log(pi)-

Es una medida de la “incerteza” asociada a la medida.
Q@ Si i es determinista, H(u) = 0.

@ H es una funcién céncava en el simplex de medidas de
probabilidad sobre {1,..., n}.

@ H(p) alcanza el maximo para una distribuciéon uniforme

Sip= <,17, ce }7) entonces H(u) = log(n).
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Sistemas dinamicos medibles
(X, T, )

© X es un espacio métrico compacto.

@ T: X — X es una transformacién medible (con respecto a la
o-algebra Boreliana)

© 1 es una medida Boreliana de probabilidad invariante

1(A) = u(T71(A)) para todo A Boreliano.
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© ) es la medida de Haar.
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Dados dos SDM (X, T, ) e (Y, S, v), la nocién natural de
isomorfismo entre ellos es una transformacién ¢ tal que
Q@ o: X' — Y’ es bi-medible y biyectiva, donde X’ C X e
Y’ C Y son subconjuntos con p(X') =v(Y’) =1.
Q@ doT =doS paratodo x € X'.

Pregunta de Von Neumann

Sean p y v las medidas de Bernoulli uniformes en los alfabetos de
2 y 3 simbolos respectivamente.

({0, 1}, o, ™) = ({0,1,2}", 0, 2N)7
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Q H.(P) = —2iL1 u(Ai) log(u(A))).
@ Dadas P y Q particiones, PV Q es la particién dada por
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© La entropia de P esta dada por

1 n—1 )
h(P)= lim ~H, (\/ T’(P)).
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La entropia de un SDM (X, T, i) esta dada por

h,(T) = s;:)p h.(P) € [0, 4+o0].
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Entropia medible (Kolmogorov 58'- Sinai 59')

>> La entropia es una invariante de SDM.
> La entropia se puede calcular explicitamente usando una
particién que genere la o-algebra.

Consideremos un shift de Bernoulli (AN, o, uN) y la particién

P={{xeAV:x(0)=a}:a€A}.

e|\% % |% %\ %% % ¥ % T E T E T oo

© El refinamiento n-ésimo de la particiéon da
\/ T {{X S A X|{07.“’n_1} = W} W E A{O,,n—l}}

abcde?????%??77%?7.- -
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De aca un calculito muestra que
n—1
Hy (\/ T”U’)) = —ny_ p(a)log(p(a)) = nH(p).
i=0 acA

Luego

hu(o) = hu(P) = nl'_['go e (\/ r— ) H(p)-
Luego, si 1 y v son las medidas uniformes en el 2-shift y 3-shift
respectivamente, sus entropias son log(2) y log(3), por lo cual no
pueden ser sistemas isomorfos.

Teorema de clasificacién de Ornstein 70

Sean (AN o, uN) y (BN, o, vN) dos shifts de Bernoulli. Los
sistemas son isomorfos si y solo si sus entropias coinciden.
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Sistemas dinamicos topoldgicos
(X, T)

© X es un espacio métrico compacto.
@ T7: X — X es una transformacién continua.

Adler, Konheim y McAndrew 65

Existe una nocioén natural de entropia topolégica que satisface

u invariante

Para un recubrimiento abierto ¢/ de X, denotemos N(I/) la minima
cardinalidad de un subrecubrimiento finito.

hrop(T) = sup. lim .Og< (\/T ))

10
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o"(x)(m) = x(m+ n).
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Caso interesante: subshift

Sea X C A un conjunto cerrado (en la topologia producto) e
invariante bajo la accién Z ~ A% dada por

o"(x)(m) = x(m+ n).

Definition

Al par (X, o) se lo denomina un subshift.

Para n € N, el lenguaje de largo n de X es el conjunto

Lo(X)={ao...an-1 € A" : existe x € X : x|{0,. p—1} = a0---an—1}-

entropia topoldgica de un subshift

La entropia topoldgica de un subshift esta dada por

hrop(X) = Jim_ "~ log(|Ls(X)).

11



Aplicacién: autdématas celulares

Consideremos A = {0,1} y la transformacién 7: A% — A% donde
7(x)(n) = x(n) + x(n — 1) mod 2.

x = 00001000000O0O0O0O0 -
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Aplicacién: autdématas celulares

Consideremos A = {0,1} y la transformacién 7: A4 — A% donde
7(x)(n) = x(n) + x(n — 1) mod 2.
X =000010000000000 -
= 000011000000000 -
= 000010100000000 -
o3(3x)= 000011110000000 ---
= 000010001000000 -

= 000011001100000 -
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Aplicacién: autdématas celulares

Consideremos A = {0,1} y la transformacién 7: A* — A% donde
7(x)(n) = x(n) +x(n — 1) mod 2.

X =000010000000000 -
c(x)= 000011000000000 -
o(x)= 000010100000000 -
o*(x)= 000011110000000 -
o4x)= 000010001000000 -
o%(x)= 000011001100000 -
o%(x)= 000010101010000 -

Autémata celular

Un autémata celular es una transformacién 7: A* — A para la
cual existe F C Z finito y ®: AF — A tal que

7(x)(n) = ®(¢"(x)|F) para todo n € Z.

12



Teorema de Curtis-Hedlund-Lyndon 69

Los autématas celulares son precisamente las transformaciones
7: A% — A?% que son continuas y que conmutan con el shift .

13



Teorema de Curtis-Hedlund-Lyndon 69

Los autématas celulares son precisamente las transformaciones
7: A% — A?% que son continuas y que conmutan con el shift .

Teorema

| A

Si 7: A% — A% es un autémata celular inyectivo, entonces 7 es
sobreyectivo.

\

Demostracion:
@ Sea ¢ inyectivo y consideremos X = ¢(A%).
@ Luego ¢: A% — X es un homeomorfismo que conmuta con o.
Es decir (A%,0) = (X, 0).
@ Por un lado, hiop(A%) = log(JA|).

@ Si X # A%, entonces existe n € N tal que L,(X) # L,(A%),
por lo tanto htop(AZ) < log(|A|).

@ De lo anterior se obtiene que X = A%,

13



Automatas celulares en grupos

Idea interesante: cambiar Z por un grupo G arbitrario.
Consideremos la accién por homeomorfismos G ~ A dada por

gx(h) = x(g~th) para todo x € A® g, h € G.
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Conjetura de Gottschalk 73

Todo autémata celular 7: A® — AC inyectivo es sobreyectivo.

Sabemos que la conjetura es cierta precisamente en los grupos en
los cuales se puede definir una “buena” nocién de entropia
topoldgica. La prueba es “la misma”.
© La conjetura de Gottschalk es cierta para grupos
promediables.
@ (Gromov 99 - Weiss 00, Bowen 10) La conjetura de
Gottschalk es cierta para grupos séficos.
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Gracias por su atencion ©
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