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@ Sea A un conjunto finito y d > 1 un entero.

o Una configuracién es una funcién x: Z9 — A.
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én se ve asi:

7

= {0, 1,2}, una configuraci

Por ejemplo, sid =2y A



Dos configuraciones x, y € AZ? son asintéticas si existe F C Z¢
finito tal que x|za\r = y|za\f-
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Dos configuraciones x, y € A" son asint

finito tal que x|za\r = y|za\f-

ticas si existe F ¢ Z¢ J

F={necZ9:x,# ya} es su conjunto de diferencias.
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iPor qué el nombre “asintéticas”?
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Sea o la Z9-accién en A%° dada por

o"(x)(m) = x(n 4 m) para todo n,m € Z°.

X,y son asintéticas si para toda secuencia (nx)ken en Z9 tal que
||nk|| — oo, entonces d(c"(x),a"(y)) — 0.
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@ Sean x,y € AZ? asintéticas.
@ Dado S C Z¢ finitoy p € A®, sea
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Decimos que un par asintético x, y es indistinguible si
Ap(x,y) = 0 para todo patrén p.
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Example: Sea d =2y S ={(0,0),(0,1),(1,0),(2,0)}.

Luego Ap(x,y) = 0 para todo patrén p con soporte S.
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@ Si x,y € A son asintéticas y estan en la misma érbita
(6"(y) = x para algiin n € Z9) entonces son indistinguibles.

o (x,x) es indistinguible para cualquier x € AZ".
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Sea o € [0,1]\ Q. Consideremos la rotacién R, : S' — S dada
por R.(x) = x + «a.
Consideremos la particion P = {Py = [0,1 — ), P1 = [1 — «, 1)}.
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lenguaje ocurre exactamente una vez intersectando el conjunto de
diferencias.




Teorema: B, Labbé and Starosta

Sean x,y € {0,1}% y supongamos que x es recurrente.

(x,y) es indistinguible con diferencia F = {—1,0} y tal que
x-1Xg = 10, y—1y0 = 01.
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Sturmianas caracteristicas de pendiente «.




Teorema: B, Labbé and Starosta

Sean x,y € {0,1}% y supongamos que x es recurrente.

(x,y) es indistinguible con diferencia F = {—1,0} y tal que
x-1Xg = 10, y—1y0 = 01.

)

Existe o € [0,1] \ Q tal que x = ¢,, ¥ = ¢, son las secuencias
Sturmianas caracteristicas de pendiente «.

Pero hay mas...



Teorema: B, Labbé and Starosta

Sea A finito, x,y € A% un par asintético con x # y. Entonces x, y
es indistinguible si y solamente si una de las dos afirmaciones
siguientes se cumple:

@ x es recurrente, y existe a € [0,1] \ Q, una substitucién
©: {0,1} — AT y un entero m € Z tal que

{x,y} ={o"¢(0(ca)), o Mp(o(ca))}s

@ X no es recurrente y existe una substitucién ¢: {0,1} — Aty
un entero m € Z tal que

{x,y} = {0™p(°°0.10%), 0™p(°°0.010°°) }.

10



iQue pasa con Z9 para d > 2?

Todo es mas dificil:

@ Los patrones pueden ocurrir sin intersectar el conjunto de
diferencia

@ Hay pares indistinguibles recurrentes pero no uniformemente
recurrentes

@ No se puede usar substituciones para reducir el tamano del
problema.

11



Ejemplo

La configuracién horizontal es indistinguible, el resto es 2.
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Ejemplo

La configuracién horizontal es indistinguible, el resto es 2.

@ Recurrente PEero no uniformemente recurrente.

e El patrén '2" no ocurre en F.
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[ Configuraciones Sturmianas multidimensionales]

Sea o = (o, ..., aq) € [0,1]9, tomemos 7 € S, tal que

1> a;q) 2 ar2) 2 2 arq) =0

Ca, CJ, son las codificaciones de la érbita de 0 bajo la accién
n+— («a, n) usando las particiones W y W' respectivamente.

W1 Wd
——O0 e——O
Wo Wa
——O ——O
01—-ar) 1-ayl—ay, o)
W/ Wy

13



Explicitamente, dado o = (a1, . . ., ay) tenemos

¢, : 29
n

o e 7
n

(,...,d}
S (las+n-a] = [n-a)).
{0,...,d}
S (fa +n-a] = [n-al).

Il
N
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Explicitamente, dado o = (a1, . . ., ay) tenemos

¢, : 29
n

o e 7
n

—
o

,d)
(lai+n-af = [n-al),

..,d}
([ai+n-al—[n-al).

I

MQCS

Il
N

Ca, €, son asintdticas con diferencia F = {0, —ey,..., —eq4}.
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Teorema: B and Labbé.

Sead>1, x,y € {0,.. .,d}zd asintéticas tal que x es
uniformemente recurrente y que satisfacen la flip condition con
diferencia F = {0, —e1,..., —eq}. TFAE:

© (x,y) es indistinguible.

@ Para todo S C Z9 finito, conexo y no vacio y

p € Ls(x)ULs(y), p intersecta el conjunto de diferencias F
exactamente una vez en x e y.

© Para todo S C Z9 finito, conexo y no vacio, tenemos que
ILs(x)| = [Ls(y)| = |F = S|.

@ Existe un vector a € [0,1)? totalmente irracional tal que
X = cq € y = ¢, son las configuraciones Sturmianas
multidimensionales caracteristicas de pendiente a.
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Para cada S C Z9, tenemos que la complejidad estd dada por

1Ls()| = [Ls(y)| = |F = S].

17
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Por ejemplo, si ¢, € {0, 1, 2}Zd y necesitamos saber cuantos
patrones de soporte S € Z2 hay.
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Para cada S C Z9, tenemos que la complejidad est4 dada por

1Ls()| = [Ls(y)| = |F = S].

Por ejemplo, si ¢, € {0, 1, 2}Zd y necesitamos saber cuantos
patrones de soporte S € Z2 hay.




Para cada S C Z9, tenemos que la complejidad esta dada por

[Ls(x)| = |Ls(y)| = |F = SI.

Por ejemplo, si ¢, € {0, 1, 2}Zd y necesitamos saber cuantos
patrones de soporte S € Z2 hay.

Hay exactamente 14 patrones con soporte S en una configuracién
Sturmiana 2-dimensional.



Sea (my,...,mg) € N9 y consideremos el rectangulo

d
R = [lo, m; - 1].
i=1

En este caso obtenemos una bella férmula para la complejidad de
una configuracién multidimensional Sturmiana x

1 1
12RO = Lm0 = g (L = et ).

18



Sea (my,...,mg) € N9 y consideremos el rectangulo

d
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i=1

En este caso obtenemos una bella férmula para la complejidad de
una configuracién multidimensional Sturmiana x

1 1
220 = £ im0 = 3+ g (1 oo =)

Podemos interpretarlo como |F — R|, lo cual es el volumen de R,
mas el volumen de cada una de las caras d — 1 dimensionales.
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Sea (my,...,mg) € N9 y consideremos el rectangulo

d
R = [lo, m; - 1].
i=1

En este caso obtenemos una bella férmula para la complejidad de
una configuracién multidimensional Sturmiana x

1 1
220 = £ im0 = 3+ g (1 oo =)

Podemos interpretarlo como |F — R|, lo cual es el volumen de R,
mas el volumen de cada una de las caras d — 1 dimensionales.
> Para d = 1 recuperamos L,(x) = n+ 1.

18
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[ Flip| Condition ]

Decimos que x,y € {0, ... ,d}zd satisface la flip condition si:
Q F= {0,—e1,...,—ed},
@ La restriccién x|F es una biyeccién F — {0,...,d} tal que
Xo = 0,

©Q yon=x,—1mod (d+ 1) paracadaneF.
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[ Flip| Condition ]

Decimos que x,y € {0, ... ,d}zd satisface la flip condition si:
Q F= {0,—e1,...,—ed},
@ La restriccién x|F es una biyeccién F — {0,...,d} tal que
Xo = 0,

©Q yon=x,—1mod (d+ 1) paracadaneF.

Las condiciones anteriores inducen una permutacién ciclica en
{0,...,d} dada por y, — x, para n € F.

19



La flip condition se puede interpretar como una operacién en el
hypercubo unitario en un subespacio discreto de co-dimension 1.
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