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SUBSHIFTS GENERADOS POR SUSTITUCIONES
MULTIDIMENSIONALES

La presente memoria tiene como objetivo estudiar subshifts generados por sustituciones
multidimensionales. Los sistemas dinamicos generados por sustituciones unidimensionales han
sido ampliamente estudiados y existe una vasta teoria al respecto [6]. Un teorema importante
de la teoria en el caso multidimensional fue demostrado el ano 1989 por Mozes [18] y clasifica
una gran cantidad de sistemas generados por Z2-sustituciones dentro de la clase de Z2-
subshifts de tipo séfico. Dicho teorema si bien es bastante general y permite comprender
mejor las propiedades dinamicas de estos sistemas, no abarca la clase de subshifts limites
generados por una sustitucién, ni tampoco entrega informacion sobre si los sistemas generados
por sustituciones son Z2-SFT de tipo finito o no. Una extensién del teorema de Mozes para el
caso de subshifts limites generados por Z2-sustituciones cuadradas de tamafo 2 fue probada
recientemente por Ollinger [16].

La primera parte de este trabajo entrega algunos conceptos basicos de sistemas dinamicos
topoldgicos y de dindmica simbdlica que son necesarios para entender los argumentos que
se utilizan en el resto del escrito. Posteriormente se estudian las Zd-sustituciones junto con
los sistemas dindmicos generados por ellas y se introduce el teorema de Mozes [18]. Luego
se estudia el embaldosado de Robinson [23], el cual es un ejemplo clésico de un Z*SFT no
vacio sin puntos periédicos que posee una estructura jerarquica interesante. Dicho sistema se
generaliza de modo tal que dependa de dos nimeros naturales k,1 > 2 de modo tal que la
estructura jerarquica tenga formas rectangulares que dependen de k y [.

En el capitulo siguiente se extiende el resultado de Mozes para el caso de Z2-subshifts
limites generados por sustituciones rectangulares de tamano arbitrario, asi generalizando el
resultado de Ollinger a un contexto mas amplio. Para ello se utiliza una técnica distinta
que emplea la estructura del embaldosado de Robinson generalizado para codificar en una
secuencia de latices contenidos en dicha estructura el pasado completo de un punto de este
tipo de subshifts bajo la acciéon de una sustitucion.

En el dltimo capitulo se discute brevemente el problema de clasificar los subshifts gene-
rados por Z2-sustituciones en subclases de los Z2-subshifts de tipo séfico y posteriormente
se estudia la existencia de Z?-SFT minimales que no se reducen a una érbita finita y que
son generados por sustituciones. Se culmina el capitulo con la construccion explicita de di-
cho objeto mostrando asi que el problema de clasificaciéon debe necesariamente considerar la
existencia de dichas estructuras.
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Introduccion

En la presente investigacion se estudian los subshifts generados por sustituciones multidi-
mensionales. A grandes rasgos una sustitucién s es una funciéon que actia sobre un conjunto
finito A asociandole a cada elemento de A una configuracién de elementos de dicho conjunto
ordenados espacialmente en un subconjunto finito S de un grupo G. En lo que respecta a
este estudio se analiza el caso en que G = Z? y S es un rectdngulo finito de puntos en Z2.
A partir de dicho objeto y su generalizacion donde actia sobre puntos de A% se definen dos
tipos de sistemas dinamicos asociados a la sustitucién s que provienen de distintos enfoques.
Uno de ellos es puramente combinatorial y tiene que ver con las configuraciones locales que
pueden aparecer en un punto de A% mientras que el otro tiene que ver con el conjunto limite
asociado al sistema dinamico (A%, S) donde S := {s"|n € N}.

El estudio de los subshifts generados por sustituciones es de importancia en el contexto de
la dinamica simbdlica dado que entrega una herramienta para construir sistemas dindmicos
minimales y de entropia topoldgica 0 de manera sencilla. Es por esto que es de especial
relevancia el estudio de sus propiedades dindamicas. En particular es interesante clasificar
dichos sistemas en términos de las clases que usualmente se utilizan en la dinamica simbdlica,
es decir, saber si dichos sistemas son subshifts de tipo finito, o si son séficos entrega gran
cantidad de informacién sobre ellos.

En la direccién anterior, un teorema de Mozes [I8] prueba que una gran clase de los
Z2-subshifts generados por sustituciones es de tipo séfico. Dicha prueba consiste en la cons-
truccién explicita de un embaldosado que genera una extension de tipo finito para el sistema
en cuestién. Lamentablemente la prueba de Mozes es especifica para el caso que desea demos-
trar y no resulta evidente como modificar dicha prueba para extender dicho resultado a otros
Z2-subshifts que provienen de sustituciones ni es evidente como llevar el resultado a mayores
dimensiones. En la direccién anterior un resultado de Goodman-Strauss [I1] generaliza el
resultado a dimensiones superiores y al caso en que la sustitucién es geométrica y cumple
condiciones relativamente débiles. Sin embargo la construccién es extremadamente elaborada
y es presentada sin muchos detalles.

Un resultado reciente de Ollinger [16] muestra que los Z2-subshifts limites generados por
sustituciones cuadradas de tamano 2 son de tipo séfico, mostrando asi una version distinta
del teorema de Mozes para este tipo de sistemas dinamicos. En esta memoria se desarrolla
una demostracién de que los Z?-subshifts limites generados por sustituciones rectangulares
son también de tipo sofico, asi extendiendo el resultado de Ollinger a una clase méas amplia
de Z2-subshifts. Si bien esta prueba al igual que la de Mozes solo se realiza para el caso de



72, se entregan ideas en la conclusién de como es posible extender el resultado a dimensiones
mayores.

Para llevar a cabo la demostracion anterior, es necesario utilizar la estructura de un embal-
dosado muy conocido el cual se denomina embaldosado de Robinson [23]. Dicho embaldosado
es histéricamente una de las primeras construcciones explicitas simples de ZZ2-subshifts de
tipo finito no vacios y sin puntos periédicos. Su importancia para el teorema anterior es que
posee una estructura jerarquica que permite almacenar informacion en sus baldosas sobre el
pasado infinito de preimagenes de un punto bajo la accién de una sustitucién cuadrada s.
Para utilizar dicha estructura en el caso de sustituciones rectangulares se generaliza el shift
de Robinson modificando la estructura jerarquica de modo que permita hacer lo anterior para
el caso de una sustitucion rectangular de tamano arbitrario.

Otra arista del estudio de estos sistemas es refinar las clases en las que se encuentran. El
teorema de Mozes asegura que todos los Z?-subshifts generados (usando el enfoque combi-
natorial) por Z%-sustituciones son de tipo séfico, sin embargo no entrega informacién sobre
cuales Z?-sustituciones entregan Z>2-subshifts de tipo finito y cuales entregan Z?-subshifts es-
trictamente séficos. En ese sentido se estudia que tipo de Z2-subshifts de tipo finito se pueden
obtener utilizando sustituciones primitivas y se muestra que es posible obtener Z2-SFT mi-
nimales, no vacios y sin puntos periédicos mediante la construccion explicita de un ejemplo.
Asi probando que en cualquier clasificacién sobre los Z2-subshifts minimales generados por
sustituciones es necesario considerar que pueden aparecer subshifts de tipo finito sin puntos
periodicos, cuestion que no ocurre en el caso unidimensional.



Capitulo 1

Conceptos basicos sobre sistemas
dinamicos topolégicos y espacios de
shift

En este capitulo se desarrollan algunos conceptos elementales de la teoria de sistemas
dinamicos topoldgicos. El objetivo de esta seccién es entregar las definiciones y la notacién
que sera utilizada posteriormente en el resto del escrito.

1.1. Sistemas dinamicos topolégicos

Un sistema dindmico consiste de un par (X,T") donde X es un conjunto y 7" es una accién
de un grupo (o un semigrupo) G. Esto significa que T : G x X — X y que cumple las
relaciones T\ = idx donde 0 es el neutro de G y Vg,h € G: Ty, =T, 0T},

Si X estd dotado de una topologia de modo tal que Vg € G las transformaciones T, : X —
X son funciones continuas, entonces diremos que (X,7) es un sistema dindmico topolégico
(s.d.t.). Para el propésito de esta memoria, solo se consideran s.d.t. donde los espacios son
métricos compactos.

Definicién 1.1 Consideremos (X,T') e (Y,S) dos sistemas dindmicos topoldgicos (métricos
compactos) con acciones sobre el mismo grupo G y una funcion continua ¢ : X — Y que
conmuta con las acciones, es decir Vg € G se cumple que ¢p o Ty, = Sy 0 ¢. Entonces:

1. 51 ¢ es sobreyectiva diremos que ¢ es un codigo factor y se denotard ¢ : X — Y. St
existe un codigo factor entre X eY entonces diremos que Y es un factor de X y que
X es una extension de Y. Lo anterior se denota (X,T) — (Y, S).

2. Si ¢ es inyectiva diremos que ¢ es un encaje o incrustacion y se denotard ¢ : X — Y.

3. Si ¢ es biyectiva diremos que ¢ es una conjugacion topolégica o simplemente una con-
jugacion, se denotarda ¢ : X — Y. Si existe una conjugacion entre dos s.d.t. X eY



se dird que son conjugados lo cual se denota (X,T) ~ (Y, 95).

El concepto de cédigo factor es de gran importancia para la teoria debido a que la existencia
de un cédigo factor ¢ entre dos s.d.t. X e Y permite deducir caracteristicas en uno de los
sistemas conociendo propiedades del otro. Por ejemplo: si X es un s.d.t. minimal (se define
més adelante) entonces Y también lo es. También es posible caracterizar clases importantes
de sistemas mediante la existencia de cédigos factores. Por ejemplo: la clase de los Z-subshifts
tal que sus puntos se pueden representar como caminos bi-infinitos en un digrafo etiquetado
corresponde exactamente a los que poseen como extensién un Z-subshift de tipo finito [17].

En lo que concierne a esta memoria, el problema que se trabaja en el capitulo 4 involucra
demostrar que una clase de sistemas dinamicos posee una extensioén que cumple la propiedad
combinatorial de ser de tipo finito. Esto permite clasificar dichos sistemas y a su vez permite
deducir propiedades sobre ellos.

Por su parte, la conjugacién topoldgica al ser una relacion de equivalencia permite tener
una nocién de cuando dos s.d.t. comparten sus propiedades dindmicas, es decir, se comportan
como si fuesen el mismo sistema. En este sentido las conjugaciones permiten clasificar sistemas
dindmicos y estudiarlos de manera abstracta, vale decir, no centrandose en las caracteristicas
especificas del sistema sino en propiedades generales de la clase a la que pertenece. Por
ejemplo: dado (X,7T) un s.d.t. con accién de un grupo G entonces es equivalente que X
es un conjunto totalmente disconexo y 7' es una accién expansiva (ver [25]) a que (X, T')
sea conjugado a un G-subshift. De esta manera propiedades dindmicas de (X, T') se pueden
conocer simplemente estudiando la clase de los G-subshifts.

Definicién 1.2 Sea (X,T) un s.d.t. con accion de un grupo G. Se define la orbita de un
punto x € X como:

Orbr(z) == {T,(x) | g € G}.

Definicién 1.3 Sea (X,T) un sistema dinamico topolégico donde X es un espacio métrico
compacto. Diremos que:

1. (X,T) es transitivo si 3z € X tal que Orbp(x) = X.
2. (X,T) es minimal si Vx € X se cumple que Orbr(z) = X.

Los sistemas minimales son de especial importancia debido a son en cierta forma los atomos
indivisibles de los sistemas dinamicos, es decir, no se pueden encontrar sistemas dindmicos
mas pequenos contenidos en ellos. A continuacién se formaliza esto en un teorema.

Definicién 1.4 Sea (X,T) un s.d.t. con accion de un grupo G. Se dice que un par (Y, T)
donde Y C X se denomina subsistema de (X,T), si Y es cerrado yVg e G: T,(Y)CY.

Teorema 1.5 Un s.d.t. (X,T) con accion de un grupo G es minimal si y solo si X no
contiene ningin subconjunto propio y no vacio Y C X tal que (Y,T) es un subsistema de

(X, T).

DEMOSTRACION. Sea (X, 7T') minimal y supongamos por contradiccién que existe Y C X con

4



las propiedades enunciadas. Dado que Y no es vacio existe y € Y y como X es minimal se
tiene que Orbp(y) = X. Utilizando que Vg € G : T,(Y) C Y, tenemos que Orbr(y) C Y,
luego utilizando que Y es cerrado se concluye que Orbr(y) C Y. En consecuencia X =Y lo
cual contradice que Y sea propio.

Para la otra direccién, supéngase que (X, T') no posee subsistemas propios pero que existe

y € X tal que Orbr(y) € X. Notemos que definiendo Y := Orbr(y) tenemos que:

1. Y es cerrado.
2. Y C X, luego Y es propio.
3. y €Y, luego Y es no vacio.

Lo cual contradice que (X, T") no posee subsistemas propios no vacios. O

En virtud del teorema anterior, no es posible estudiar las propiedades dindamicas de un
sistema minimal dividiéndolo en subsistemas cerrados no triviales, lo cual los hace interesantes
desde el punto de vista dindamico. En esta memoria se utilizan bastante los sistemas minimales,
en particular el capitulo 5 estd dedicado a encontrar un ejemplo de un sistema minimal no
trivial generado por una sustitucion, es decir, uno que no consiste inicamente de una orbita
finita.

Definicién 1.6 Sea (X,T) un s.d.t. con accion de un grupo G y sea H < G un subgrupo no
trivial de G. Diremos que:

1. x € X es un punto H-periddico siVh € H : Ty(x) = x.
2. v € X es un punto fijo siVg € G: Ty(x)=x.

En particular, si para x € X existe g € G que no es el neutro tal que T,(x) = z, entonces
z es (g)-periddico (donde (g) := {¢g"|n € Z}) y en este caso se dice simplemente que x es un
punto periddico.

1.2. Espacios de shift

Para el resto de la memoria se supondra que G es un grupo numerable, abeliano y finita-
mente generado. En consecuencia, de este punto en adelante se empleara la notacién aditiva
de grupos.

Sea G un grupo y A un alfabeto finito. Sea A% el conjunto de todas las funciones de G

en A junto con la accién o : G x X — X de modo tal que actiia en el elemento x € A% de
la siguiente forma:

(0(2)n = Zgn.

Al conjunto A% se lo equipa de la topologia producto, de ésta forma A® es un conjunto



compacto y los cilindros fundamentales [a], := {z € A%z, = a} paraa € Ay g € G
son conjuntos abiertos y cerrados que generan la topologia. Si G es abeliano y finitamente
generado se tiene ademds que LAY es métrico compacto, y la convergencia es de la siguiente
forma:

(™) ey = < Vn € N,2IM e NVm > M : ™|y, = x|y,

Donde A, := {g € G tales que |g|¢ < n} y |g|¢ es el menor nimero entero no negativo n
tal que g = n1g1 + - -+ + nrgr donde ¢y, ..., gr son generadores de G y V1 < i< k:n; € Z
y |ni| < n. La definicién anterior obviamente depende del conjunto finito de generadores
escogido, sin embargo la convergencia no cambia.

Definicién 1.7 Al sistema dindmico topolégico (A%, o) se lo denomina full G-shift sobre A.

Definicién 1.8 Sea A un alfabeto finito y G un grupo numerable, abeliano y finitamente
generado. Decimos que un subconjunto X C A% cerrado y shift invariante (Vg € G: 04(X) =
X ) es un G-subshift sobre A.

De esta manera se tiene que oly : G x X — X el shift restringido a X constituye a
(X, 0|x) como un s.d.t.

Cuando no exista confusion sobre cual es el grupo o el alfabeto o bien no sea relevante
para la afirmacién, se dird simplemente que X es un subshift.

Los subshifts corresponden a una clase ampliamente estudiada de sistemas dinamicos, en
particular el caso de los Z-subshifts es el mds minuciosamente desarrollado y gran parte de
la teoria puede encontrarse en [I7]. Una de las razones de su importancia es que permiten
simplificar el estudio de sistemas dinamicos topoldgicos, es decir, dado un s.d.t. (Y,7T) con
accion de un grupo G abeliano se considera una particién finita de Y y se le asigna a cada
una de las partes un simbolo de un alfabeto finito A. Luego es posible definir un subshift que
consiste de todos los puntos x en A% tales que existe y € Y de modo que x4 es el stmbolo
asociado a la particién en la que cae T,(y). De esta forma es posible estudiar propiedades de
sistemas complejos tan solo mirando algin subshift definido de la forma anterior. Mas atn,
si la particién de Y fue tomada de modo tal que cumpla alguna propiedad especial como
que que la particién sea un generador topoldgico (ver [25]) se puede lograr que el sistema
simbdlico generado de la manera anterior sea conjugado al sistema original, o que al menos
sea un factor no tan lejano de (Y, 7).

Otra de las razones que hacen de los subshifts un topico interesante es que pueden ser
definidos de un modo completamente combinatorial. A continuacién se muestra una definicién
alternativa de estos objetos utilizando solo conceptos de dicho dambito.

Definicion 1.9 Sea A un alfabeto finito y G un grupo abeliano, numerable y finitamente
generado. Se define el conjunto de los patrones finitos sobre A como:

we A
SCG
S finito

A un elemento P € A* tal que P € A° con S C G finito se lo denominara patrén de forma
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S. También se dice que S es el soporte de P. En el caso en que G = Z a los elementos de A*
cuyo soporte sea conexo se los denomina palabras.

Definicién 1.10 Sea P € A% con S C G finito y X un G-subshift. Denotamos por [P], :=
{r € X : 2|05 = P} al cilindro abierto y cerrado dado por el patrén P en la posicion g.

Definicién 1.11 Sean P € A% y Q € A% dos patrones sobre un grupo abeliano, numerable
y finitamente generado G. Decimos que P es subpatron de QQ (P T Q) si y sdlo si existe
g € G tal que g+ 51 C S AP = Q|gts,. Ademads si X es un G-subshift se dird que P T x si
existe n € N tal que P C x|y, .

Definicién 1.12 Sea X un G-subshift, se define el lenguaje de X como:

LX) ={PeA|TweX:PCa}= | LoX)

SCG
S finito

donde
Ls(X):={PcA°| Iz € X: PC z}.

Para S C G finito y X un G-subshift se denominard a los elementos de Lg(X) patrones
globalmente admisibles de forma S.

A continuacién se enuncia un teorema que caracteriza los G-subshifts como los subcon-
juntos del full G-shift que estdn definidos por un conjunto F de patrones prohibidas. Una
demostracion para el caso particular en que el grupo G corresponde a Z puede encontrarse
en [17].

Teorema 1.13 Sea G un grupo abeliano, numerable y finitamente generado. Un conjunto X
C AY es un G-subshift si y solamente si existe F C A* tal que X = X7z := {z € A%Vg €
G,S C G, S finito: x|,1s & F}.

DEMOSTRACION. La demostracién es muy parecida a la del caso unidimensional (G = Z). Si
existe F C A* tal que X = X7 entonces es evidente que X es shift invariante pues Vg € G se
tiene que © € Xr < 04(z) € Xr. También se tiene que X es cerrado pues su complemento

X7 = U U [P]ga
geG PeF

es abierto.

Por otro lado, si X es un G-subshift, entonces como X es cerrado se tiene que X¢ es
abierto, luego en virtud de que la topologia es la generada por los cilindros se puede escribir:

X = U[Pi]gn
iel
donde I es un conjunto a lo mas numerable y Vi € I: P, € A* vy g; € G. Luego considerando

F :={P]| i€ I} setiene que X = Xx. En efecto, si z € Xr claramente x ¢ X°. Supongamos
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que x € X pero z ¢ Xz, luego existei € I, g € G y S C G finito tal que z445 = P, es
decir x € [Py, luego 0,4 (x) € [P, de este modo se concluye que 0,4 () ¢ X lo cual
contradice que X es shift invariante.

]

Definicién 1.14 Sea (:X, o) un G-subshift sobre A, y sea A otro alfabeto finito. Diremos que
una funcion ¢ : X — A% es un cddigo de la ventana deslizante (c.v.d.) si existe S C G un
subcongunto finito y una funcion local ® : Lg(X) — A tal que Vg € G (¢(2)), = P(z415).

También diremos que un cédigo de la ventana deslizante ¢ es inducido por @, si ® es la
funcién local de la definicién anterior. Esto se escribe como ¢ = ®,. Al conjunto S tal que
® estd definido sobre Lg(X) se le denomina conjunto de memoria. Si S = {0}, es decir, la
funcién @ estd definida sobre Ly} (X) C A, diremos que ¢ = @, es un cédigo 1-bloque.

El teorema de Curtis-Hedlund-Lyndon permite caracterizar las funciones continuas que
conmutan con el shift mediante codigos de la ventana deslizante. En particular los factores,
encajes y conjugaciones son codigos de la ventana deslizante.

Teorema 1.15 (Curtis-Hedlund-Lyndon) Sean (X,0x) e (Y,0y) dos subshifts y sea ¢ :
(X,0x) = (Y,0y) una funcién. Entonces ¢ es continua y conmuta con los shift (poox =
oy o ¢) siy sélo si ¢ es un cddigo de la ventana deslizante.

DeEMosTRACION. Una demostracion para el caso en que el grupo G es Z se puede encontrar
en [I7]. Para el caso general de un grupo G abeliano, numerable y finitamente generado
la demostracién es muy parecida. Por un lado es evidente que los cédigos de la ventana
deslizante son continuos y conmutan los shifts, para la afirmaciéon contraria, simplemente se
utiliza que toda funcién continua en un espacio compacto es uniformemente continua y en
funcién de ello se tiene que para todo z,y € X existe n € N tal que x|y, = y|, implica que
o(x)o = ¢(y)o. De este modo se puede definir de manera consistente una funcién local ® con
memoria A, que cumpla que Vo € X : ®(x|pr,) = ¢(x)o y asi utilizando que ¢ conmuta los
shifts se tiene que ¢ = ®..

]

En primer lugar el teorema da una descripcién local de las funciones que son dinamica-
mente interesantes, es decir, las que preservan propiedades dinamicas entre los subshifts. De
esta manera permite trabajar de forma correcta conociendo exactamente la estructura de di-
chas funciones. En este sentido la importancia del teorema anterior es que permite restringir
el estudio de los problemas de conjugacién y factores simplemente al de existencia de c.v.d.
los cuales pueden ser definidos con una cantidad finita de informacion. De hecho lo anterior
tiene gran relevancia para la computacion, ya que implica que dichas funcionas pueden ser
codificadas en un computador, méas aun, si sélo nos interesa estudiar una propiedad invariante
bajo conjugacion la siguiente proposicién permite restringirse al caso donde los cédigos son
1-bloque, es decir, tan solo basta definir una funcién entre alfabetos finitos.

Proposicién 1.16 Sean X,Y subshifts y ¢ : X — Y un c.v.d. Entonces existe una conju-



gacion ¥ : X — X y un c.v.d. 1-bloque ¢ : X — 'Y tal que ¢ = ¢ o 1).

En efecto, la conjugacion v descrita en la proposicién anterior corresponde a un codigo
N-higher bloque, es decir, un cédigo By : X — X tal que Bn(x)g = xg4n, elegido de modo
tal que el conjunto de memoria S de ¢ esté contenido en Ay. A la imagen Sy(X) se la
denotard X!, Diremos que XV C (A*)E es la representacién N-higher bloque de X.

Definicién 1.17 Sea X C A% un G-subshift con alfabeto A y H < G un subgrupo de indice
finito, es decir |G : H] < oo, sea ademds F' un sistema de clases laterales de G/H. Se define
el F-higher power shift X como:

XF = {y € (AF)H|E|QZ e XVYhe H: Y = SL’thF}.

Se tiene que X es un H-subshift sobre el alfabeto Af. En el caso de que el grupo G
coincida con Z< y el subgrupo H sea un latice de la forma (kZ)¢ con k € N se tiene que un
sistema de clases laterales canénico es el hipercubo de lado k, F := {1,...,k}%. En este caso
al F-higher power shift lo denotaremos X t*} y lo denominaremos el k-higher power shift de
X.

Este objeto serd de gran utilidad en las demostraciones del capitulo 4, dado que permitira
extraer de un subshift la informacién que se ubica en un (2Z x 2Z)-1atice de él y de este modo
construir un nuevo subshift sobre el cual se puede trabajar de manera apropiada.

1.3. Subshifts de tipo finito

La clase de subshifts de tipo finito es una de las mas importantes de la teoria. Su relevancia
radica en que corresponde a una clase de subshifts que pueden ser definidos combinatorialmen-
te mediante un conjunto finito de patrones prohibidos, en consecuencia es factible tratarlos
desde un punto de vista computacional y en algunos casos (por ejemplo, para Z-subshifts
de tipo finito) dar solucién en forma de un algoritmo a preguntas sobre propiedades dina-
micas del sistema tales como el tamano de alguna érbita finita, determinar si un patrén es
globalmente admisible o simplemente si el subshift definido por la lista de palabras es vacio.

A continuacién se definen los subshifts de tipo finito y se entrega una breve resena de
algunas caracteristicas de dichos sistemas en el caso unidimensional (es decir, cuando el grupo
G es 7). Posteriormente se hablard del caso multidimensional, vale decir, cuando G = Z9 y
se entregaran algunos conceptos que seran ttiles para el desarrollo de los siguientes capitulos
de este trabajo.

Definicién 1.18 Sea X C A% un G-subshift sobre A. Si existe F C A* finito tal que
X = Xz se dird que X es un subshift de tipo finito (SFT).

Ejemplo Sea X C {0,1}% el Z-SFT definido por la lista de palabras prohibidas F := {11},
es decir X = Xr. X se denomina shift de Fibonacci y corresponde a todas las secuencias
bi-infinitas que no tienen dos veces el simbolo 1 en posiciones consecutivas.



Teorema 1.19 Sean XY G-subshifts tal que X ~Y y X es de tipo finito, entonces Y es
de tipo finito.

El teorema anterior indica que la propiedad de ser SF'T se preserva bajo conjugacion,
es decir, aunque su definicion sea puramente combinatorial la propiedad es realmente una
caracteristica dindmica de los subshifts. En particular los c6digos higher bloque Sy con N € N
preservan la propiedad de ser SFT.

Otra razén de la importancia de esta clase de subshifts es su estabilidad bajo operaciones
usuales, por ejemplo:

Proposiciéon 1.20 Sea G un grupo abeliano, numerable y finitamente generado y XY G-
subshifts tal que X eY son de tipo finito, entonces:

1. XNY es de tipo finito.
2. X XY es de tipo finito.

3. Para H < G un subgrupo de indice finito y F un sistema de clases laterales entonces
X¥ el F-higher power shift de X es un subshift de tipo finito.

Es importante destacar que la propiedad de ser SFT no se preserva bajo factores, y que
la unién de dos SFT no necesariamente es SFT. El hecho de que un factor de un SFT
también puede ser descrito con una cantidad finita de informacién (la lista finita de patrones
prohibidos y la funcion local ® que define el cédigo factor de acuerdo a haran necesario
extender la clase de shifts de tipo finito a la clase de los shifts soficos que es definida en la
siguiente seccion.

En el caso en que el grupo G corresponde a Z, los G-subshifts de tipo finito estan bastante
estudiados y se tienen caracterizaciones interesantes, por ejemplo, se sabe que todo Z-SFT
es conjugado a un shift de arcos. A continuacién en [I.21] se definen dichos objetos.

Definicién 1.21 Sea G = (V, E,i,t) un digrafo finito donde V' es el conjunto de vértices, £
el conjunto de arcos y i,t : E — V son las funciones que a cada arco le asignan su vértice
wnicial y de término respectivamente. Se define un Z-subshift al cual llamamos el shift de
arcos

Xe:={v € E*Vj €Z: t(z;) =i(zjs1)}.

También todo shift de arcos es un Z-SFT, de este modo se pueden estudiar los Z-SF'T
como los conjuntos de caminos bi-infinitos de arcos en un digrafo finito. Se puede encontrar
bastante informacién sobre la teoria de Z-SFT en el libro [17].

La representacién anterior mediante shifts de arcos muestra que muchas propiedades dina-
micas de los Z-SF'T son decidibles, dado que se reducen a ejecutar un algoritmo en un digrafo
finito. Por ejemplo: para decidir si un Z-SFT es no vacio basta considerar su representacion
como shift de arcos y decidir si en el grafo hay algin ciclo dirigido.

Por otro parte, el caso de los Z%-SFT con d > 1 es mucho méas complejo. Por ejemplo:
el problema de determinar si dado un conjunto finito F de patrones prohibidos el Z4-SFT
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X7 es vacio es indecidible. También es indecidible determinar si un patron es globalmente
admisible, o si un Z4-SFT contiene puntos periédicos.

Un caso que expone este aumento en complejidad es el de los SF'T minimales. Los Z-SFT
minimales necesariamente son los que consisten de una tnica Orbita finita, en cambio para
d > 1 existen Z9-SFT minimales cuya cardinalidad es no numerable. Se expone un ejemplo
de este caso en la ultima seccién del capitulo 3.

Los tépicos que se estudian en esta memoria conciernen la teorfa de Z%-subshifts con d > 1,
principalmente el caso d = 2. Para estudiar estos subshifts es necesario antes hacer algunas
definiciones.

Definicién 1.22 Una lista finita de patrones prohibidos F sobre el grupo Z9 se dird nearest
neighbor si todos los patrones prohibidos tienen forma {0,e;} donde (e;)1<i<a e€s el generador
candnico de 74, es decir e; es el elemento de Z% que tiene un 1 en la coordenada i y un 0 en
el resto. Un Z9-subshift X se dird nearest neighbor si puede ser definido por un conjunto F
nearest neighbor.

En el caso unidimensional los Z-SF'T nearest neighbor son los que pueden ser definidos
por una lista de palabras F tal que el largo de cada palabra prohibida en F es 2. Un ejemplo
corresponde al subshift de Fibonacci descrito al comienzo de esta seccidn.

Si d = 2, los Z2-subshifts nearest neighbor son los que poseen un conjunto de patrones
prohibidos F tal que cada elemento de F es de la forma ab o § con a,b € A el alfabeto.

Proposicién 1.23 Sea d > 1. Todo Z3-SFT X es conjugado a un Z3-SFT X tal que X es
nearest neighbor.

DEMOSTRACION. Sea F finito tal que X = X . Para demostrar la proposicién anterior, basta
tomar N € N suficientemente grande tal que el soporte de todo patréon P € F esté contenido
en Ay y se toma X := Bn(X) la representacion N-higher bloque. De este modo el conjunto
de patrones prohibidos de X queda de la forma descrita en

]

Una de las dificultades al momento de presentar ejemplos de Z2-SFT complicados es
lo tedioso que puede ser describir la lista de patrones prohibidos. La proposicion anterior
nos asegura que podemos encontrar una versién conjugada que es nearest neighbor. Si bien
esto simplifica bastante la definiciéon del conjunto de patrones prohibidos, paga el precio de
aumentar el tamano del alfabeto.

En el caso de Z?-SFT existe una forma sencilla de representacién mediante baldosas de
Wang. Esta es una representacion nearest neighbor en la cual el conjunto de patrones prohi-
bidos queda definido de manera implicita, y tan solo es necesario dar una descripcion del
alfabeto.

Definicién 1.24 Un Z*-SFT nearest neighbor X = Xz sobre un alfabeto A se denomina
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embaldosado de Wang si los elementos de A son baldosas de la forma:

N
N\

Donde a,b,c,d son colores dentro de un conjunto finito y el conjunto de patrones prohibidos
F nearest neighbor es tal que se prohibe tener dos baldosas adyacentes si y solo si los colores
del borde en el cual se unen son distintos.

De esta manera un embaldosado de Wang consiste de todos los puntos en A% de modo
tal que cada par de baldosas adyacentes calzan correctamente en el borde que comparten.
Lo anterior permite una interpretacién geométrica de los Z2-SFT nearest neighbor como un
(Z x Z)-1atice de cuadrados de lado 1 cuyas aristas estan pintadas y dos cuadrados adyacentes
deben tener el mismo color en la arista que comparten. De la misma forma es posible extender
esto a dimensiones mas altas utilizando hipercubos, sin embargo ya no es posible representarlo
graficamente de manera sencilla.

Ejemplo El embaldosado de Wang dado por el alfabeto:

A {7}.

Corresponde a una orbita finita con dos elementos. Esto es debido a que cada una de las
baldosas descritas en A tan solo puede ser adyacente a la baldosa distinta en cada direccién,
de este modo fijando la baldosa de la posicién (0,0), entonces necesariamente las baldosas
de las cuatro posiciones adyacentes estan determinadas y corresponden a la otra baldosa.
Iterando este argumento se concluye que la baldosa de la posicién (0,0) determina el punto
completamente.

De esta manera el embaldosado de Wang dado por A corresponde a una tabla de ajedrez,
es decir, consiste tinicamente de una érbita con dos puntos H-periédicos, donde H < Z? es
el subgrupo de Z? generado por los elementos {(0,2),(2,0),(1,1)}. Si pintamos una de las
baldosas de color blanco y la otra de color negro tenemos que todos los puntos se extienden
infinitamente repitiendo localmente el patron que se muestra en la figura[1.1

1.4. Subshifts de tipo séfico

En esta seccion se estudian algunas propiedades de los subshifts séficos, los cuales son una
generalizacién de los SF'T. En la seccién anterior se dijo que la propiedad de ser un subshift
de tipo finito no necesariamente se preserva bajo factores, pero que sin embargo el factor
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Figura 1.1: Un embaldosado de Wang cuyos puntos corresponden a un tablero de ajedrez
infinito.

de un SFT puede ser descrito con una cantidad finita de informacion. Lo anterior motiva la
siguiente definicién:

Definicién 1.25 Sea S C A€ un G-subshift sobre el alfabeto finito A. Si existe X un G-SFT
y un cddigo factor ¢ : X — S se dird que S es un G-subshift (de tipo) sdfico.

La clase de G-subshifts de tipo séfico es la clase mas pequena de G-subshifts que contiene
a los G-SF'T y ademas es cerrada bajo factores. En particular eso implica que al igual que en
el caso de los SFT, la propiedad de ser de tipo séfico se preserva bajo conjugacion.

La propiedad de ser séfico, ademas de preservarse para los casos detallados en[1.20], también
se preserva para la unién finita de subshifts de tipo séfico.

Al igual que en el caso de los SF'T, el caso unidimensional donde G = Z esta ampliamente
estudiado y se sabe que todo Z-subshift sofico se puede representar mediante un digrafo
etiquetado. A continuacion en se precisa que es ese objeto.

Definicién 1.26 Sea G = (G, L) un digrafo finito etiquetado, es decir, un par ordenado
donde el primer elemento es un digrafo finito G = (V, E,i,t) y el sequndo es una funcion de
etiquetas L : E — A donde A es un alfabeto finito. Se define un Z-subshift

Xog={reA*|JyeXagVjel: z;=L(y)} ={Lxy)ly € X}

Definiciéon 1.27 Sea L un lenguaje unidimensional, es decir, si A es un alfabeto finito
entonces L C A*, donde A* := A". Decimos que:

n€eNp

1. L es regular si existe un autdmata finito determinista que reconoce a L (ver [1] o [Z4)]).

2. L es extensible si para cada palabra w € L existen simbolos u,v € A tal que la palabra
extendida por concatenacion uwv € L.

3. L es factorial si para todo u,w € A* tales que u C w se cumple que w € L = u € L.

Estédn totalmente caracterizados los lenguajes L£(S) donde S es un Z-subshift de tipo
sofico como los lenguajes regulares, extensibles y factoriales. También es posible representar
los Z-subshift soficos mediante un semigrupo multiplicativo o bien mediante conjuntos de
sucesores. Al igual que en el caso de los Z-SFT una buena referencia para las propiedades
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anteriores es [17].

El caso multidimensional, es decir, el de los Z%-subshifts séficos con d > 1 es al igual que en
los Z4-SFT mucho méas complejo que el unidimensional. De hecho por el momento no se tiene
ninguna caracterizacion de los Zd-subshifts de tipo séfico, salvo por la definicién de ser factor
de algiin Z4-SFT. Esto dificulta bastante las demostraciones, dado que se debe mostrar la
existencia de una extension SF'T, la cual en muchos casos debe construirse explicitamente. En
el capitulo 4 de esta memoria se construira de manera explicita una extensién para mostrar
que un Z2-subshift es de tipo séfico.

14



Capitulo 2

Sustituciones

El objetivo de este capitulo consiste en establecer las definiciones bésicas y enunciar al-
gunos teoremas importantes de la teoria de sustituciones y los sistemas dinamicos que son
generados por ellas. El trabajo expuesto en el capitulo 4 entrega una version alternativa de un
teorema importante que es expuesto en la tltima seccién de este capitulo, en tanto en el capi-
tulo 5 se entregard un ejemplo de un Z2-SFT que cumple algunas propiedades interesantes y
que es generado por una sustitucién. A lo largo de este capitulo se entregaran las definiciones
y teoremas necesarios para poder desarrollar las demostraciones en dichos capitulos.

A grandes rasgos una sustituciéon es una regla que a cada elemento en un conjunto le
asigna una coleccién de elementos que se encuentran ordenados espacialmente y sobre cada
uno de los cuales se puede iterar la regla de sustituciéon de manera indefinida. El concepto
anteriormente presentado es muy amplio y puede ser aplicado en diversos contextos. Para los
efectos de esta memoria utilizaremos solo una interpretacién simbdlica de las sustituciones,
sin embargo el ejemplo siguiente muestra que el concepto puede ser utilizado en el contexto
geométrico.

Ejemplo Sea r la regla que sustituye un segmento en R? por cuatro segmentos cuyo largo
es 1/3 del largo del segmento original y que se ordenan en el plano de la forma en que se

muestra en la figura [2.1}
! r mﬁgﬂ%mw
—_—

Figura 2.1: La regla que genera el copo de nieve de Koch.

La iteracién sucesiva de la sustituciéon r sobre los segmentos de un tridngulo equilatero en
R? produce en el limite una figura autosimilar conocida como el copo de nieve de Koch [15].

En el contexto de lo que respecta a esta memoria, consideraremos solo sustituciones com-
binatoriales, es decir, el conjunto de elementos sobre los cuales estd definida la sustitucion
es finito y el espacio en el cual se ordena la imagen de ese elemento es un grupo abeliano,
numerable y finitamente generado. En particular, solo se estudia el caso donde el grupo es
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74 para d € N.

Las sustituciones combinatoriales son de especial importancia a la teoria de sistemas di-
namicos ya que permiten generar sistemas dindmicos de baja complejidad. Esto traducido al
contexto donde el grupo es Z4 con d € N, significa que dichas sustituciones permiten generar
Z4-subshifts X tales que para n € N el nimero log|L,, (X)| es o(nd). Esta afirmacién por
si sola no es interesante dado que es sencillo construir sistemas de baja complejidad (por
ejemplo, sistemas que consisten de una tnica érbita finita), sin embargo, si se exige que las
sustituciones cumplan algunas propiedades combinatoriales simples se pueden generar carac-
teristicas interesantes como la minimalidad y la ausencia de puntos periddicos en los subshifts
generados por dichas sustituciones. Es decir, las sustituciones permiten generar sistemas diné-
micos de baja complejidad y que cumplen propiedades dindamicas interesantes. Otra razén de
la importancia de las sustituciones combinatoriales en la teoria de sistemas dindamicos radica
en que dadas algunas condiciones de consistencia, las reglas de sustitucién pueden extenderse
mediante concatenacién desde funciones sobre un alfabeto finito s : A — A* a funciones
sobre todo .AZd, es decir s : AZ" — AZ'. De este modo se generan sistemas dinamicos cuyo
espacio es AZ pero cuya accion no es el shift sino que la sustitucion s.

En la primera seccion de este capitulo se estudian algunos conceptos basicos en el caso de
las sustituciones unidimensionales, es decir, donde el grupo en el cual se ordenan los elementos
de la imagen de la sustitucién es Z. A continuacion se analiza el caso multidimensional, con
especial atencién al caso bidimensional. Finalmente se concluye el capitulo hablando del
teorema de Mozes y sus alcances y limitaciones.

2.1. Sustituciones unidimensionales

Las sustituciones unidimensionales son funciones que toman simbolos en un alfabeto finito
A y los reemplazan por palabras no vacias en A*. Al igual que en el caso de los Z-subshifts, la
teoria estd ampliamente desarrollada en el caso de las sustituciones unidimensionales. Gran
parte de ésta teoria se puede encontrar en [6].

Una de las razones de este gran desarrollo de teoria en el caso unidimensional reside en el
hecho de que las sustituciones unidimensionales son més sencillas al no presentar problemas
al momento de extenderse mediante concatenacion. En la seccién siguiente se muestra como
ya en el caso de sustituciones bidimensionales la extension de la funcién de sustitucién a
patrones puede presentar dificultades.

En esta seccion se dardn las definiciones bésicas sobre sustituciones unidimensionales. En
la seccion siguiente se estudiaran en mayor detalle los sistemas generados por ellas.

Definicién 2.1 Sea A un alfabeto finito, y sea A* el conjunto de las palabras finitas uni-
dimensionales, es decir A* = UneNo A", Una sustitucion unidimensional es una funcion s
desde A al conjunto de palabras no vacias, vale decir s : A — A*\ {e}.

La funcién s se extiende mediante concatenacién a una funciéon de A*, es decir, si w € A*
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es de la forma w = wy ... w, € A" entonces s(w) := s(wy) ...s(wy,).

También se extiende la funcién s a una funcién s : A% — AZ de la siguiente forma: sea = €
AZ tal que = ...7 9% _1.70T1Ty... entonces s(x) = ...s(z_o)s(x_1).5(xg)s(w1)s(x) ...
donde el punto indica que a continuacion va la coordenada 0.

Una sustitucion unidimensional s codifica una regla que se puede aplicar iterativamente
a un simbolo de A para formar en el limite secuencias infinitas bajo algunas condiciones,
como que la imagen de cada elemento del alfabeto tenga largo > 2. De este modo usando la
compacidad de AN se puede asegurar que Va € A existe una subsecuencia de (s"(a))nen tal
que limy, o ™ (a) € AY.

Ejemplo Consideremos la sustitucién s sobre el alfabeto A := {0,1} tal que s(0) := 01 y
s(1) := 10, de este modo al aplicar s iterativamente al simbolo 0 obtenemos:

0— 01— 0110 — 01101001 — 0110100110010110 — ...

Esta sustitucion se denomina sustitucion de Thue-Morse.

La construccion de subshifts mediante sustituciones es tratada de manera general en la
seccién sobre sustituciones muldimensionales, sin embargo se ha optado por incluir este pe-
queno apartado al caso unidimensional en primer lugar para mostrar que en este caso es
sencillo extender una sustitucion mediante concatenacién al conjunto de palabras finitas, y
también para posteriormente en la tltima seccién de este capitulo poder hacer notar algu-
nas diferencias fundamentales entre los sistemas generados por sustituciones entre el caso
unidimensional y el caso bidimensional.

2.2. Sustituciones multidimensionales

Definicién 2.2 Sea d € N y A un alfabeto finito, y A* el conjunto de los patrones d-

dimensionales, es decir A* :=|J scza A®. Una sustitucion es una funcién s : A — A*\ {e}.
S finito

Se dice también que la sustitucion s es sobre Z9, o que s es una Z-sustitucion.

A diferencia del caso unidimensional en el cual es evidente como extender la funciéon s
para actuar en una palabra mediante concatenacion, aca es posible que la funcién s no sea
tan sencilla de extender a patrones arbitrarios. Obviamente en este caso es necesario entregar
algin tipo de informacion adicional que indique de que manera se organiza la imagen de
un patrén. Una forma natural de hacer esto es definir la imagen de dos simbolos que se
encuentren adyacentes espacialmente en Z<4, sin embargo esa forma de atacar el problema
presenta los siguientes problemas (se pueden encontrar més detalles en [12]):

1. Es posible que la concatenacion no sea consistente, es decir, dado un patron, es posible
que la imagen de éste dependa del orden en que se ejecuten las sustituciones de sus
simbolos
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2. Es posible que la concatenacion se superponga de manera inconsistente, es decir, que al
sustituir un patrén existan dos simbolos tal que la forma de sus patrones se intersecta y
cada uno de esos patrones tiene un simbolo distinto en alguna posicion de la interseccion.

Una teoria general que se encarga de ese caso incluye reglas de se puede encontrar en
[12]. También se puede encontrar informacién sobre este tipo de sustituciones generales en
[8]. Aun con esta teorfa, los resultados son negativos, dado que se muestra en [12] que los
problemas de determinar consistencia o que no hay superposiciéon son indecidibles.

Esta memoria se restringe a un caso mas sencillo, se limita la forma posible de las imagenes
de s de modo que sean conjuntos para los cuales definir la concatenacion sea sencillo. Un
conjunto R C Z< se denomina un rectdngulo si existen /;,...,lq € N tal que V1 <i < d,
l; > 2y setiene que R= R[ly,...,lq) :=={2€Ziv1 <i<d 1<z <}

Definicién 2.3 Una sustitucién s sobre Z¢ se dice rectangular si existe un rectdngulo R :=
R[ly,...,14] tal que s(A) C A". En tal caso se dice que la sustitucion es de tamario (Iy, .. ., lq).

Definicién 2.4 Una sustitucion s sobre Z9 se dice cuadrada si existe un rectdngulo R :=
R[l,...,1] tal que s(A) C A". En tal caso se dice que la sustitucion cuadrada es de tamano

l.

Para sustituciones rectangulares es sencillo extender la funcién s a todo A* mediante
.z ’ , . d . .
concatenacién. Mds atin, es posible extender s a un mapeo sobre A%" de la siguiente forma:

Sea s una sustitucion rectangular de tamano (i, ..., lq). Definimos una aplicacién lineal L
de modo tal que acttia en los generadores canénicos (e;)1<j<q de Z9 mediante L(e;) := e;l;.
De ésta forma para cada z € Z9 existe un tnico w € Z% y k € R|ly,...,lq] de modo tal que
2 = L(w) 4 k. Utilizando lo anterior, se puede extender s a un mapeo de A% de modo tal
que para = € A2 y z € Z4 escrito de la forma z = L(w) + k entonces s(z). := (s(y))x-

Ejemplo A := {o, e}, y s sustitucién cuadrada sobre Z? dada por las reglas:
o O o
o — , & —
o O [ J

Si se aplica la sustitucion s iterativamente se obtienen los siguientes patrones que van gene-
rando el triangulo de Sierpinski.

o e
°*— —
o o

® O O O

® @ O O

®e O e O

e o o o

4

® O O O O O O O
® ¢ O O O O O O
® O @€ O O O O O
® 6 ¢ ¢ O O O O
® O O O e O O O
® ¢ O O e @@ O O
® O @€ O e O e O
e 6 6 6 o o o o

A continuacién se construyen sistemas dinamicos a partir de sustituciones. Una de las
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construcciones es puramente combinatorial y genera un Z%-subshift utilizando un conjunto
de patrones prohibidos que proviene de la sustitucién. El otro enfoque construye un sistema
dindmico utilizando la sustitucién y posteriormente genera un Z<-subshift a partir de él. Para
realizar dichas construcciones es necesario antes introducir algunos conceptos previos.

Definicién 2.5 Sea s una sustitucion multidimensional sobre un alfabeto finito A. Se define
el lenguagje de s de la siguiente forma:

L(s)={PecA|Gae A, Ine N: PLC s"(a)}.

Definicién 2.6 Sea s una sustitucion sobre Z4. Definimos el Z-subshift generado por s
como el conjunto X, := {x € A¥'|VS C Zfinito : z|s € L(s)}.

Efectivamente, dada una Zd-sustitucién s el conjunto X, es un Z9-subshift en virtud del
teorema(l.13] dado que la definicién coincide con el subshift dado por el conjunto de patrones
prohibidos que consiste en los patrones que no aparecen en L(s).

Tal como se dijo en la introduccién de este capitulo, el sistema X, se caracteriza por ser
de baja complejidad. Para ilustrar esto se realiza un calculo en el caso de Zd-sustituciones
rectangulares.

Ejemplo Sean € Ny s una Z%-sustitucién rectangular de tamafo (I, .. .,lq) € N4 que actiia
sobre un alfabeto A. A continuacién se estima el nimero de patrones de forma R[I7, 15, ... []]
para concluir que para m € N, log |£(X;)a,,| es o(m?).

En primer lugar, todo patron P que aparece en x € X, debe por definiciéon aparecer en
L(s), es decir existe r € N tal que P C s"(a) con a € A. De este modo, todo patrén de soporte
R[I7,13, ..., %] debe necesariamente aparecer como subpatrén entre patrones adyacentes de
soporte R[I}, 15, ..., 1%] generados por s a partir de un solo simbolo. Por ejemplo, en el caso
de una sustitucién bidimensional se tiene que todo patrén de soporte R[I}, 3] debe aparecer
como subpatrén de un patrén que tiene la estructura:

"(a1)

"(as)

n(a2

s s"(ay) :
i 5 (ay) donde a; € A para cada i € {1,2,3,4}.

Si bien no todos los patrones de la forma de arriba aparecen en X, dicho arreglo de
patrones es suficiente para mostrar la cota buscada. Asi, en el caso multidimensional, existen
| A2 posibilidades para elegir los simbolos a; y exéctamente H;l:l (I + 1) rectédngulos de
tamano (I7,...,[%) contenidos en dicha estructura (para todo a € A el soporte de s™(a) es
de tamano (I7,...,0l7) y en cada direccién j hay 2[7 posiciones, luego hay [} + 1 formas de
escoger [7 posiciones consecutivas). De esta forma se obtiene la cota:

d
LX) migag, | < AP TT @ + 1),

Jj=1
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Por lo cual se obtiene:

d
log ‘ﬁ(Xs)R[l" I zg]| < 2d log |A| + Zlog(l? +1).

139290
j=1

Por lo cual, para m € N tomando un z € Z¢ y el n € N més pequefio tal que z +
A, esté contenido en R[I7, [y, ..., [}] se puede acotar |L(X)a,,| por [L(Xs)rpup iz, | y en
consecuencia de la desigualdad anterior, el que para S C S’ C Z9 soportes finitos se tenga
que |L£(Xs)s| < |L(Xs)s| v el hecho de que n dependa logaritmicamente de m se tiene que:

log |£(X,)a,,| es o(md).

Otra razon de la importancia del sistema X, radica en que éste posee propiedades di-
namicas heredadas de propiedades combinatoriales de la sustitucion s. El siguiente teorema
muestra que la minimalidad de X proviene de una propiedad que se denomina primitividad.

Definiciéon 2.7 Sea s una sustitucion multidimensional sobre un alfabeto finito A. SiVa € A
existe k € N tal que todo elemento de A aparece en s%(a) decimos que la sustitucion es
primitiva.

La condicion de ser primitiva esta cercanamente relacionada a la minimalidad de los siste-
mas dinamicos. El siguiente ejemplo muestra esta relacién la cual posteriormente se formaliza
en un teorema.

Ejemplo El subshift generado por la sustitucién primitiva de Thue-Morse es minimal, en
tanto la sustituciéon no primitiva que genera tridngulos de Sierpinski no lo es (posee como
subsistema propio un punto fijo compuesto tinicamente del simbolo o).

Teorema 2.8 Sea s una sustitucion rectangular primitiva sobre Z2. Entonces X, es un Z%-
subshift minimal.

DEMOSTRACION. Mostraremos que Vax € X, se tiene que Orb,(z) = X,. Para ello bastara
probar que todo patrén P € L(s) cumple que P C z. En efecto, supéngase que se tiene
la propiedad anterior y sea y € X, Sea k € N y definamos P, := y|s,. Como P, T =
entonces existe z® € Z4 tal que o= (x)|a, = Px = yla,. De esta manera se cumple que
limy_ oo az(k)(x) =.

Sea entonces P € L(s). Como P € L(s) existe r € Ny b € A tal que P C s"(b). Definamos
N := méaxueca n, donde n, es el minimo nimero natural tal que s (a) contiene cada simbolo
de A (existen pues s es primitiva). En consecuencia Va € A el simbolo b € A aparece en
s¥(a). Luego se tiene que Va € A P C 5"V (a).

Cémo x € X, cada patrén P’ C x cumple que P’ € L(s), en consecuencia, tomando un
subpatrén P’ de z suficientemente grande entonces existe a € A tal que sV (a) C P'. De
este modo se tiene que P C P’y en consecuencia P C x.

]
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El teorema anterior también es valido en el caso de sustituciones unidimensionales primi-
tivas (no es necesario que sean de tamano uniforme) y la prueba es esencialmente la misma.
El teorema anterior es utilizado en el capitulo 5 para mostrar que un sistema generado por
sustituciones es minimal.

Sea d € N y s una Zd-sustitucién rectangular que actiia sobre un alfabeto finito A.
Podemos considerar el sistema dinamico topolégico (AZd, S), donde S es la accién generada
por s mediante el semigrupo Ny, es decir: § = {s"|n € Ny}. Si bien el conjunto anterior esté
bien definido, existen puntos en A que no poseen preimagen que se pueden remover. Al
realizar lo anterior iterativamente aparecen cada vez mas puntos que no tienen preimagen.
Lo previo sumado a la arbitrariedad de la posicién de referencia en la definicion de la imagen
s(z) con x € A% (se toma el origen como punto de referencia, pero podria ser cualquiera)
motivan la siguiente definicion:

Definicién 2.9 Sea s una sustitucion rectangular en Z%. Definimos el Z-subshift limite
generado por s como el conjunto:

X! = (1) Orby(s™(A™)).

neN

En primer lugar, notemos que efectivamente X! es un Zd-subshift. Por un lado X! es
claramente shift invariante. La cerradura proviene de que Vn € N el conjunto s”(AZd) es
cerrado y la érbita no cambia eso debido a que se tiene que:

Orba(s”(AZd)) = U Jz(s”(AZd)).

ZER[IT,...I7]

Es decir, solo una cantidad finita de shifts del conjunto s"(AZ") obtienen conjuntos cerra-
dos distintos, por lo cual dicha érbita es una unién finita de conjuntos cerrados. Es decir X!
es interseccion numerable de conjuntos cerrados y en consecuencia es cerrado.

Lo interesante del conjunto X', ademas de lo descrito en el parrafo que motiva su definicién,
d . .
es que sus puntos corresponden exactamente a los de A% que poseen un pasado infinito de
preimagenes bajo la accion de s. Precisamos esto en la siguiente proposicién.

Proposicién 2.10 z € X! < J(z),en, € A% tal que z = 2 yVj € Ny 320 ¢ 74
tal que 29 = 077 o s(xUFY).

DEMOSTRACION. Notemos en primer lugar que si d € N y s es una Z%-sustitucién rectangular
de tamafio | = (I1,...,lq) € N4 entonces para z = (z1,...,24) € Z4y z € AZ se tiene que
s(o*(z)) = 0*W(s(x)) donde z(1) := (l121, l222, - . ., laza)-

Considérese primero una secuencia (™), cy, C A% como arriba y veamos que ¥ € X!,
En efecto, z = 02 o s(z™), luego z € Orby(s(A%")). Luego 2V = 67 o s(z®) lo cual
muestra que z = 0= o s(c*" 0 s(z?@)) = o7+ W 6 2(3?) luego x € Orb,(s2(AX")).
Tterando este argumento se tiene que Vn € N z € Orb,(s"(A%")) y en consecuencia = € X',

21



e Orby (5" (AZY)). Luego existe 20 € Z4 y 2
en X! tal que 7g :== x = az(o)s(x(l)). Repitiendo el argumento para 2! e iterando se obtiene
una secuencia con las propiedades buscadas.

La otra direccion es sencilla, sea x € ()

]

Una relacién importante entre los Z9-subshifts X, y X! es que X, C X.. Para ver eso
simplemente hay que notar que cada punto x € X se puede escribir como = = ¢* o s(z’) para
algtin z € Z4y 2’ € X, (es simplemente un argumento de compacidad). Iterando lo anterior
y usando la proposicién [2.10] se tiene este resultado. A pesar de esto la contencién contraria
no siempre es cierta. Se ilustra lo anteriormente comentado en el siguiente ejemplo:

Ejemplo Sea A := {o, e} y s Z*-sustitucién cuadrada de tamano 2 dada por las reglas:
o O [ ]
o — , & —
o O [

Dado que todos los patrones que se obtienen paran € N de s"(o) y s™(e) son monocroma-
ticos, se tiene que el Z2-subshift X, consiste tinicamente de dos puntos fijos, uno constituido
s6lo del stmbolo o y otro s6lo del stmbolo e. Sin embargo X! ademds de poseer dichos puntos
tiene mds elementos. Por ejemplo X! tiene elementos de la forma:

O O O e e o
O O O e e o
O O O e e o
®e ¢ ¢ O O O
®e ¢ ¢ O O O
®e ®© ¢ O O O

En general, z € X! & 3(z, %) € Z? y valores (a;)ie(1,2,3.41 en {o, @} tales que para cada
coordenada z = (z1, 29) € Z? se tiene el simbolo:

aq 8121251/\222272
Ay Sizy > 2Nz < 2
as siz < Nz > 2o
ay Sz <[ Nz <y

T, =

El ejemplo anterior muestra que en general, el conjunto X' puede ser méds grande que X,
de hecho en ese ejemplo extremo se muestra que mientras que la cardinalidad de X, puede
ser finita, | X!| puede ser numerable. Sin embargo generalmente | X!| no es mucho més grande
que | X,|. De hecho, lo que ocurre usualmente es que | X,| = |R| y que | X!\ X,| = |Z|. M4s
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atin, desde el punto de vista de los sistemas dindmicos abstractos, los puntos de X'\ X, son
errantes, es decir, constituyen un conjunto de medida 0.

Una pregunta interesante sobre este tipo de sistemas es si son de tipo finito, séficos o si
pertenecen a alguna clase mas amplia. En la siguiente seccion se entrega una respuesta parcial
a dicho problema para X, en el caso de Z2-sustituciones rectangulares.

2.3. Teorema de Mozes

En el ano 1989 el matematico Shahar Mozes resolvié un problema de clasificacién impor-
tante tanto en la teoria de sustituciones como en la teoria general de la dindmica simbdlica,
mostrando que una gran clase de subshifts generados por sustituciones son de tipo sdfico.
Una versiéon moderna y un poco menos general de su teorema seria la siguiente:

Teorema 2.11 [I8] Sea s una Z*-sustitucién rectangular. Entonces X, es un Z*-subshift de
tipo sdfico.

Antes de hablar de los alcances de dicho teorema, es importante decir éste es en realidad
méas general, y es valido para sustituciones donde la imagen s(a) de cada letra a € A es un
rectangulo de tamano arbitrario pero que satisface una condicién de consistencia que Mozes
denomina de tipo A.

La condicion de ser de tipo A consiste en que para cada patron B generado por la sus-
titucién, y para cada patrén @ de tamano (2,2) con ) C B, entonces: para cada secuencia
de derivaciones: Q) = Qy — Q1 — -+ — @, donde Q;;1 es un patrén derivado de ();, debe
existir una secuencia B = By — By — --- — B, donde Bj;; es derivado de B; tal que para
0 <1i < r Q; esta contenido en B;. En el caso de sustituciones rectangulares como las que
tratamos en esta memoria, esa condicién siempre se cumple.

La demostracién del teorema de Mozes es béasicamente la construccién explicita de una
extensién SFT. Es decir, un Z2-SFT X y un cédigo factor ¢ tal que ¢(X) = X,. Dicha
extensién tiene una gran cantidad de sfmbolos y es especifica para el caso de Z?2. De hecho, atin
no es claro (no ha llevado a cabo) como extender esa construccién al caso de Zd-sustituciones
cond > 2.

Otra limitacién del resultado de Mozes es que si bien prueba que todos los Z2-subshifts X,
generados por Z2-sustituciones rectangulares s son séficos, no da informacién alguna sobre la
posibilidad de que sean estrictamente séficos (es decir, que no sean Z2-SFT), o de que sean
simplemente Z2-SFT. Al estudiar estos sistemas resulta sencillo encontrar ejemplos triviales
de cada caso.

Ejemplo Sea A := {e} y s dado por la unica regla:

[ ]
°—
[ ]
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Claramente genera un Z2-SFT X, compuesto de un tinico punto fijo.

Ejemplo Sea A := {o,e} y s dado por las reglas:
o O o
o — , o —
o O [ J

Esta sustitucién genera un subshift que es estrictamente séfico. Corresponde a los puntos
que tienen a lo mas una diagonal de ® en un mar de o. Es de tipo estrictamente séfico dado
que si fuese un Z2-SFT existirfa un n € N tal que todos los patrones prohibidos tendrian su
soporte contenido en A,,, y de esta forma podria aparecer mas de una diagonal de e en un
mismo punto si su separacion es suficientemente grande.

En el capitulo 5 de esta memoria se presenta la construccién de un ejemplo de un Z2-SFT
minimal X, generado por una Z2-sustitucién s cuadrada de tamafio 2, que no es trivial, es
decir, no posee érbitas periddicas.

Es importante notar que el mismo resultado de ser de tipo séfico no se tiene para sustitu-
ciones sobre Z. Por ejemplo, la sustitucion de Thue-Morse da lugar a un Z-subshift minimal
de acuerdo a que no puede ser de tipo séfico. Mas ain, no existen Z-subshifts séficos in-
finitos que provengan de sustituciones primitivas. Esto es dado que cada Z-subshifts de tipo
sofico es representable como el conjunto de caminos bi-infinitos en un grafo etiquetado, y en
consecuencia debe contener orbitas finitas. Luego los tinicos Z-subshifts soficos que provienen
de sustituciones primitivas (y por ende son minimales) son en realidad Z-SFT que consisten
de una tnica orbita finita.

Para el caso del subshift limite X' generado por una sustitucién s hay un resultado reciente
que puede ser encontrado en [16] donde se prueba que si s es una Z>-sustitucién cuadrada de
tamaifio 2, entonces X! es de tipo séfico.

En el capitulo 4 de esta memoria se realiza una demostracién alternativa de que para
Z2-sustituciones cuadradas de tamafio 2 X! es un Z2-subshift séfico, y se generaliza dicho
resultado para Z2-sustituciones rectangulares de tamafio arbitrario.
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Capitulo 3

Z2-subshifts de tipo finito sin puntos
periodicos

3.1. Una introduccion histoérica al problema de existen-
cia de Z*-SFT sin puntos periédicos

Uno de los grandes avances en la teoria de subshifts multidimensionales es la construccion
de un Z2-SFT sin puntos periédicos. Tal construccién es imposible de realizar en el caso
de los Z-SFT dado que su representacion como un conjunto de caminos bi-infinitos en un
digrafo necesariamente implica que dicho digrafo posee un ciclo dirigido, y por lo tanto que
todo Z-SFT no vacio posee puntos periddicos. La interrogante sobre la existencia de puntos
periédicos no es tan sencilla en el caso de Z2-SFT y su respuesta posee algo de historia, la
cual comienza con una pregunta conocida en ese entonces como el domino problem.

El domino problem consiste en lo siguiente: ;existe algin algoritmo que decida si un
conjunto finito de baldosas de Wang generan un embaldosado de Wang no vacio? Hao Wang
demostré que si cada embaldosado de Wang admite al menos un punto periédico, entonces el
domino problem es decidible. En virtud de lo anterior se denominé conjetura de Wang a la
afirmacién de que cada embaldosado de Wang no vacio admite al menos un punto periédico.

El afio 1966 Berger demostro6 que la conjetura de Wang es falsa. En su trabajo [2] construye
un embaldosado de Wang sin puntos peridédicos y posteriormente utilizando propiedades de
dicho embaldosado prueba que el domino problem es indecidible. Si bien esto resolvid la
conjetura, su ejemplo resulté ser muy complicado pues codifica maquinas de Turing en las
baldosas. De hecho su construccién consiste de un alfabeto con 20426 baldosas distintas.

Posterior al ejemplo de Berger surgieron algunos ejemplos de Z2-SFT's sin puntos periédicos
més sencillos. Entre ellos se encuentra el embaldosado de Robinson (1971) [23] el cual se
estudia con detalle mas adelante. Actualmente el embaldosado de Wang no vacio sin puntos
periédicos con el alfabeto mds pequenio conocido es el ejemplo de Kari-Culik [4], el cual
consiste de 13 baldosas que teselan el plano solamente de manera aperiédica. En la figura
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se muestran las baldosas del ejemplo de Kari-Culik:

0’ 0’ 1 1

<X

Figura 3.1: Las baldosas del ejemplo de Kari-Culik.

Utilizando las baldosas de Kari-Culik es posible construir un embaldosado aperiédico de
Wang no vacio. Si bien este es el ejemplo de embaldosado de Wang con dichas propiedades
cuyo alfabeto es mas pequeno dentro de los ejemplos conocidos, en esta memoria solo se
estudia en detalle el embaldosado de Robinson, que puede ser representado de una manera mas
sencilla y cuya estructura es 1til al momento de realizar las demostraciones de los capitulos
4y 5.

Los ejemplos generados en la biisqueda de embaldosados sin puntos periédicos con alfabe-
tos tan pequenos como sea posible han dejado de paso estructuras interesantes que pueden ser
utilizadas para probar otros teoremas de la dindmica simbdlica, por ejemplo, en el capitulo
4 se utiliza la estructura del embaldosado de Robinson, que se estudia a continuacion, para
generar una familia de extensiones SFT para una clase de Z2-subshifts. En el dltimo capitulo
de esta memoria se construye un ejemplo de un Z2-SFT minimal sin puntos periédicos gene-
rado por una sustitucién que nuevamente utiliza la estructura del embaldosado de Robinson
como base.

Antes de comenzar, es necesario hacer una definiciéon que es util al momento de estudiar
el embaldosado de Robinson.

Definicién 3.1 Sea d € N y sea (Iy,1s, ... ,1q) € N4 Se dice que un subconjunto de Z% es un
(I1,1, ..., 1q)-ldtice si existe z € Z4 tal que dicho subconjunto es de la forma z + 1,7 X 127 X
-+ X 1qZ. Es decir, se puede escribir de la siguiente manera: {g € Z4V1 <i<d,Im € Z :
g = z +mli}. Si se cumple que existe L € N tal que V1 <1< d :[; = L entonces se dird
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simplemente que el subconjunto es un L-ldtice.

3.2. El embaldosado de Robinson

En esta seccién se describe en detalle el embaldosado de Robinson, se utiliza de manera
indistinta los nombres embaldosado de Robinson y shift de Robinson. La descripcién que se
hace en esta seccion corresponde a una forma moderna en que usualmente se describe este
subshift. Robinson originalmente en su publicacién del afio 1971 [23] describié su construccién
en términos de seis figuras que pueden ser utilizadas para teselar el plano. Como esas figuras
no son cuadrados las llamaremos protobaldosas. En la figura se encuentran las figuras
utilizadas en la descripcién original de Robinson.

SSlioRte
o

Figura 3.2: Las protobaldosas originales del embaldosado de Robinson.

Las protobaldosas de Robinson se pueden reflejar y rotar en multiplos de 7/2 de mane-
ra arbitraria, de esta forma generan una teselacion aperidédica del plano. Para probar esto
utilizaremos una representacién diferente de las protobaldosas de Robinson a las cuales le
agregaremos una regla extra. Esta nueva representacién es equivalente y tan solo utiliza
baldosas junto con una regla especial.

El embaldosado de Robinson es el conjunto Xge, de puntos en A% donde A estd dado
por las siguientes baldosas junto a sus reflexiones y rotaciones en miltiplos de 7 /2.

Figura 3.3: Las baldosas basicas del shift de Robinson.

En las baldosas del shift de Robinson hay dos tipos de lineas distintas. Las lineas que
pasan por el centro de la baldosa son lineas negras y las lineas que no tocan el centro son de
color rojo (y son un poco menos gruesas). La correspondencia entre las protobaldosas y las
baldosas estda dada por la siguiente correspondencia. Si numeramos de izquierda a derecha
las baldosas de la figura [3.3] tendremos que las correspondencias son:
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Correspondencias de protobaldosas a baldosas
Protobaldosas Baldosa
a 5)
b 3 rotada O en 7/2
c 2 rotada O en w
d, e 1
f 4

La razén de que existan dos protobaldosas que se relacionan a una misma baldosa, es que
la unica diferencia entre ellas es que una de estas dos protobaldosas tiene esquinas que no
son achatadas, y obligan a que se forme un 2-latice de ellas. En el embaldosado de Robinson
representado con baldosas se logra el mismo objetivo introduciendo una regla adicional que
no es de tipo nearest neighbor.

Antes de continuar, les daremos nombre a las baldosas del shift de Robinson:

1. A la baldosa junto con sus respectivas rotaciones se le denominaréd cruz. Hay 4
baldosas de este tipo y es el tnico tipo de baldosa en donde todas las lineas negras
apuntan hacia afuera de la baldosa (son puntas de flecha).

2. A las baldosas y mas sus rotaciones y reflexiones se las denomina baldosas
de unién. Su nombre recupera el hecho de que poseen una linea roja (en los casos
dibujados es la linea vertical) que no posee puntas de flechas, luego debe unir dos
puntas de flechas. Hay 12 baldosas de este tipo.

3. A las baldosas y junto a sus rotaciones y reflexiones se las denomina
baldosas de extensién. Hay 12 baldosas de este tipo y su nombre proviene de que sirven
para extender las lineas (rojas y negras) que se originan en una cruz.

En total esta representacion del embaldosado de Robinson posee 28 baldosas distintas. El
conjunto de patrones prohibidos de Xy es el generado por las siguientes dos reglas:

1. Esta regla de adyacencia es similar a las de los embaldosados de Wang. La punta de
una flecha negra siempre debe ir adyacente a una cola de flecha negra. Del mismo modo
la punta de una flecha roja siempre debe ir junto a una cola de flecha roja.

2. Debera existir en cada punto de Xge, un 2-latice donde solo pueden ir cruces.

La primera regla es de tipo nearest neighbor. La segunda regla puede obtenerse prohibiendo
todos los patrones cuadrados de tamano 3 que no correspondan a uno de los casos mostrados
en la figura[3.4] Los cuadrados negros representan posiciones donde deben ir necesariamente
cruces mientras en el resto de las posiciones puede ir a priori cualquier baldosa. Sin embargo
las reglas del embaldosado de Robinson prohiben la aparicién de dos cruces adyacentes, por
lo cual los cuadrados blancos representan que ahi puede ir cualquier otra baldosa que no sea
una cruz, mientras que los cuadrados grises representan que en esa posicion puede ir cualquier
baldosa. En virtud de lo anterior, mirando un bloque cuadrado de tamano suficientemente
grande (por ejemplo de tamano 5), no hay problema para reconocer el 2-litice de cruces.
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Simplemente basta ver donde ocurre la primera configuracién de la figura 3.4}

Figura 3.4: Casos posibles para patrones de tamano 3x3.

De esta manera las dos reglas anteriores pueden realizarse utilizando un conjunto finito
de patrones prohibidos, por lo cual Xgg, es un Z2-SFT.

Las dos reglas anteriormente mencionadas se pueden recodificar en nuevas baldosas de
modo tal que las reglas sean las correspondientes a un embaldosado de Wang. Sin embar-
go hacer eso hace crecer el alfabeto, por lo cual es preferente trabajar con la presentacion
expuesta anteriormente.

A continuacién se mostrard que Xgop es un Z2-SFT no vacio y sin puntos periédicos. para
ello se mostrara que las reglas de Xg,}, fuerzan una estructura jerarquica. Las demostraciones
originales de estos resultados pueden ser encontradas en [23]. Para realizar dichas pruebas es
necesario introducir una estructura que aparece de manera jerarquica en el shift de Robinson.

Definicién 3.2 Sea n € N. Se dice que un patron del shift de Robinson cuyo soporte es un
cuadrado de tamano 2" — 1 es un supertile de orden n (también se dice que es un supertile
de nivel n) si se cumple lo siguiente:

1. En el caso n =1, si la unica baldosa del patron es una cruz.

2. En el caso en quen > 1, si la baldosa del centro del patron cuadrado corresponde a una
cruz, y los cuatro patrones de tamano 2"~ —1 que se ubican en los extremos del blogue
corresponden a supertiles de nivel n — 1 tales que las lineas rojas que se originan en las
cruces de sus baldosas centrales se unen (ver figura .

Un argumento combinatorial inductivo muestra que ¥n > 1 solo existen cuatro posibles
supertiles de nivel n, es decir, la cruz de la baldosa central determina todas las otras baldosas
del supertile. A continuacién se muestran ejemplos de orden 2 y 3 en las figuras [3.6] y [3.7]

Es importante comentar que en cada supertile se cumple que en todo su borde las flechas
negras apuntan hacia afuera de éste y que solo salen desde el borde las dos lineas rojas que
se originan en la baldosa central. Dichas lineas dependen de la orientacién de la cruz en la
posicion central del supertile.

Ahora que se han definido los supertiles del shift de Robinson, se estd en condiciones de
probar que éste no es vacio y que no contiene puntos periodicos.

Teorema 3.3 Xp,, # 0.
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Figura 3.5: La estructura de un supertile de nivel n > 1. Los cuadrados grandes corresponden
a los supertiles de orden n — 1 de la definiciéon. Todas las baldosas en este supertile estan
determinadas por la baldosa central.

Figura 3.6: Un supertile de orden 2. Los otros tres supertiles de orden 2 son rotaciones de
este.

DEMOSTRACION. La prueba de que el shift de Robinson no es vacio es simplemente un argu-
mento de compacidad. Sea (2(™),cn C AZ una secuencia de puntos en el full Z2-shift cuyo
alfabeto corresponde al del shift de Robinson, tal que Vn € N : x(")] Aoy, corresponde a
un supertile de nivel n. Por compacidad del full Z2-shift existe una subsucesién convergente.
Sea 7 el limite de esa sucesién. Se afirma que T es un punto del shift de Robinson. En efecto,
como Z es el limite de una subsucesion de (x(”))neN, entonces Vn € N se tiene que Z| A1y,
es un supertile de nivel n, los cuales son patrones localmente admisibles. En consecuencia

V.S C 72 finito se tiene que en T|g no aparecen patrones prohibidos de Xy}, por lo que T €
XRob-

]

Teorema 3.4 Xy, no contiene puntos periodicos.

DEMOSTRACION. Para probar que ningin punto del embaldosado de Robinson es periddico, lo
que realmente se hace es probar que en cualquier punto del shift de Robinson deben aparecer
supertiles de orden arbitrariamente grande.
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Figura 3.7: Un supertile de orden 3. Los otros tres supertiles de orden 3 son rotaciones de
este.

En efecto, sea © € Xgo, un punto arbitrario y considérese una cruz de su 2-latice de
cruces, se mostrara que necesariamente esta en la esquina un supertile de orden 2 mediante
simplemente probar todas las posibilidades. Utilizando que dicha cruz estd en el 2-latice de
cruces y las lineas rojas de cada cruz deben ser continuadas necesariamente mediante lineas
rojas, se deduce que dicha cruz esta junto a otras tres cruces del 2-latice de cruces orientadas
de modo que forman un cuadrado. Las baldosas entre ellas solo pueden ser rellenadas por
baldosas de unién, dado que las lineas rojas que unen dos cruces (del 2-litice) a distancia
1 no pueden tener flechas en sus extremos. En virtud de la orientacion de las baldosas de
unién, se observa que en cada una de ellas hay una flecha negra que apunta hacia afuera del
patron cuadrado de tamano 2 y que en la otra direccién tiene una cola de flecha. Eso a su
vez fuerza a que la baldosa del centro sea una cruz, lo cual concluye que necesariamente el
patron cuadrado de tamano 2 es un supertile de nivel 2. Los detalles de esta deduccion se
pueden apreciar visualmente de mejor manera en la figura [3.8

[ ?
PP ? -
[ ?

Figura 3.8: Esquema de deduccion que cada cruz del 2-latice debe estar en un supertile de
orden 2.

Inductivamente para n € N con n > 2 se considera un supertile de nivel n y mediante un
argumento muy similar que consiste en agotar nuevamente todas las combinaciones se deduce
que debe ser uno de los cuatro bloques de los extremos de un supertile de nivel n + 1 (de
la forma en que se muestra en la figura . Si el punto considerado tuviese algiin periodo,
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entonces al hacer un shift por ese periodo cada supertile quedaria fijo, lo cual no puede
ocurrir debido a que existen supertiles de nivel arbitrariamente grande y en consecuencia,
algun supertile suficientemente grande no quedaria fijo.

]

Los argumentos desarrollados en la demostracién anterior delimitan fuertemente la estruc-
tura de cada punto de Xge,. En efecto, el hecho de que cada cruz del 2-latice de cruces en
el shift de Robinson deba formar parte de algin supertile de nivel arbitrariamente grande
implica que necesariamente en un punto de Xg,, aparezcan a lo més cuatro estructuras con
soportes de la forma z+ (£N x +N) con z € Z? que pueden verse como limites de una sucesién
de supertiles de nivel n, con n € N. Por ejemplo, si z € Xgep, s tal que Vn € N le[Qn_172n_1]
es un supertile de nivel n tal que su cruz central es la baldosa:

Entonces x|yxy es una de esas estructuras. Llamaremos a dichas estructuras supertiles de
nivel infinito. De esta forma, los puntos en Xgep, tienen la forma que se muestra en la figura
.9 Mediante shifts de este tipo de puntos, también es posible que los supertiles de nivel
infinito tengan soportes de la forma z + (Z x £N), z 4+ (£N x Z) o simplemente (Z X Z) con
z € 72

I

Figura 3.9: Estructura tipica de un punto de Xge, formado por cuatro supertiles de nivel
infinito. Las lineas que separan dichos supertiles estan compuestas de baldosas de extension
y se denominan lineas de falla.

De esta forma, se obtiene que cada punto z en Xgo, cae en una de las siguientes dos
categorias:

1. x estd formado por un tinico supertile de nivel infinito cuyo soporte es todo Z2. En este
caso el punto tiene una estructura regular en donde las baldosas centrales de cada uno
de sus supertiles de nivel n estan alineadas en un 2"-latice.

2. x no es de la forma anterior, y por lo tanto contiene entre dos y cuatro supertiles de
nivel infinito que no estan alineados, es decir, en este caso In € N tal que los centros
de los supertiles de nivel n no estan en un 2"-latice. Las lineas infinitas que separan los
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distintos supertiles se llaman lineas de falla. La figura muestra un punto formado
por cuatro supertiles de nivel infinito. Més detalles sobre estas estructuras se puede
encontrar en [9].

Esto inmediatamente muestra que Xgop no es un Z2-SFT minimal. En efecto, si conside-
ramos un r € Xg,, formado por un tnico supertile de nivel infinito, entonces necesariamente
los centros de todos sus supertiles de nivel n estaran alineados en un 2"-latice. Sin embar-
go puntos como el mostrado en la figura no poseen esa propiedad y en consecuencia no
pertenecen a Orb,(z).

Definicién 3.5 Se dice que x € Xpg,, es un punto tipo ldtice si Yn € N existe un 2"™-ldtice
tal que x restringido a dicho ldtice estd compuesto unicamente por cruces que son centros de
supertiles de nivel n.

Definicién 3.6 Se define a X% como el congunto de todos los puntos tipo ldtice contenidos
en XRob-

Una propiedad interesante del embaldosado de Robinson es que contiene un solo subsiste-
ma minimal. La demostracion de este hecho es simple y se puede encontrar con mas detalles
en [9]. Antes de esbozar dicha demostracién precisemos lo anterior en un teorema.

min

Teorema 3.7 El conjunto X7} es el inico subsistema minimal de X pop.

DEMOSTRACION. La prueba consiste simplemente en notar que dado que en cada punto x de
XRob aparecen supertiles de nivel arbitrariamente grande, entonces todos los puntos de Xz
son necesariamente puntos de acumulacién de Orb,(x). Por lo tanto todo subsistema no vacio
de Xgop debe contener a Xgi. En particular, todo subsistema no vacio de X3 debe contener
a X2 v en consecuencia Xp es minimal.

]

La demostracion del teorema anterior con mas detalles se puede encontrar en [9]. La im-
portancia de X? para esta memoria radica en que su estructura es muy til para almacenar
informacién en sus 2"-ldtices. En particular se utiliza para guardar el pasado de una Z2-
sustitucién cuadrada de tamano 2. Se pueden encontrar mas detalles sobre esto en el capitulo

4.

3.3. Una generalizacion: El embaldosado de Robinson
generalizado

En esta seccion se generaliza el embaldosado de Robinson de modo tal que los supertiles
de nivel n para n € N posean soportes rectangulares arbitrarios en vez de cuadrados de
tamano 2™ — 1. Esta construccion es de gran utilidad en el proximo capitulo para extender el
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resultado de que los subshifts limites generados por Z2-sustituciones cuadradas de tamafio 2
son de tipo séfico al caso general de sustituciones rectangulares.

A modo de realizar lo descrito en el parrafo anterior, se necesita nuevamente una estructura
donde se asegure la existencia de un 2-latice de cruces, sin embargo aca se requiere que cada
supertile se construya como un arreglo rectangular de supertiles del nivel anterior. Lo anterior
se necesita a modo de poder codificar la historia de sustituciones rectangulares. Para hacer
esto se utilizara una estructura mas rigida donde se aumenta el nimero de cruces y las lineas
que las conectan se identifican de manera tnica. De esta manera se asegura que un patrén
rectangular en el 2-l1atice de cruces se cierra en un supertile. Méas adelante se veran ejemplos
de ésto.

Dados ntimeros enteros k,I > 2 se define el Z*-SFT Xgg,(k,l) dado por el alfabeto
A(XRob(k,1)) compuesto por los siguientes tipos de baldosas que no admiten rotacién ni
reflexién:

1. Cruces: hay k - [ cruces distintas, cada una identificada por una tupla (i,7) donde
1 <i<kyl<j <l Estas se ven representadas visualmente de tres formas distintas
dependiendo de la tupla:

(a) Sila tupla que representa a la baldosa es (1,1), (k,1), (1,1) o (k,[) las representa-
ciones son respectivamente:

11 kil

’ y

(b) Si la tupla que identifica la baldosa es de la forma (1, ), (k,7), (i,1) o (i,1) con
1l <i<kyl<j<I, entonces la baldosa se representa de la siguiente forma
respectivamente:

Ui

e

; y

(c) Sila tupla que identifica la baldosa es de la forma (i,j) con 1 <i<ky 1l <j </,
es decir, no esta en el borde del rectdngulo R[k, [], entonces la baldosa se representa
de la forma:

En total hay k-l baldosas de este tipo, y son, al igual que en el caso del shift de Robinson,
los centros de los supertiles (seran definidos posteriormente). La representacion visual
con flechas cumple simplemente una funcién visual, dado que cada cruz esta totalmente
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identificada por su tupla. Es importante notar que en el caso (k,l) = (2,2) hay solo 4
cruces, al igual que en el shift de Robinson original.

. Baldosas de union: Al igual que en el embaldosado de Robinson, tenemos baldosas
de union. La diferencia fundamental, es que en esta generalizacion, las lineas acarrean
la informacion especifica de la tupla de la cruz donde se origind. En ese sentido, las
baldosas de uniéon deben contener la informacién de que par de lineas pueden unir.
Nuevamente tenemos varios tipos de lineas de union:

(a) Unidén horizontal: consisten de una linea horizontal junto a una tupla (i, ) con
1 <i< kyl<j<ly significa que unen la flecha roja horizontal (los colores son
los mismos que en el shift de Robinson) que trae el simbolo (i, j) con la flecha roja
horizontal que trae (i + 1,7). Dependiendo de los valores de (i, j) pueden tomar
formas distintas:

i. Si j =1 se representan de la manera siguiente:

[RA

-

Si ademas se cumple que i = 1 la baldosa puede incluir la siguiente flecha
adicional que trae la tupla (i',5") con 1 <1 <k y 1< j <[ que extiende la
informacién desde una cruz (la posicién de la flecha roja depende si i es 1 o
no, en el primer caso se tiene la baldosa de la izquierda, si i’ > 1 se tiene la
de la derecha):

H=
H=
=
=

ii. Si 7 > 1 son de la forma:

R
.

En el caso en que i = 1 ademas de la opcién anterior la baldosa puede traer la
siguiente flecha adicional con la tupla (i',j') que cumple 1 <i <ky 1 <j <
que extiende la informacién desde una cruz (la posicién de la flecha roja depende
sii es 1o no):

H=
Ui

|

Ly i')j
y

En total hay (kK — 1) + k(I — 1) + (k — 1)(I — 1) + k(I — 1) baldosas de este

tipo, donde cada término de la suma anterior representa las cuatro posibilidades
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de lineas horizontales mostradas antes de manera ordenada. Sumando todo se
obtienen en total {(kl — 1) baldosas de este tipo.

(b) Unién vertical: de manera similar a las uniones horizontales, llevan consigo una
tupla (i,7) con 1 <i < ky 1 < j < pero acé significa que unen la flecha roja
vertical que trae el simbolo (i,j) con la flecha roja vertical que trae (i,j + 1).
Dependiendo de los valores de (i, j) pueden tomar formas distintas:

1. Sii=1 son de la forma:

Si ademas se cumple que 7 = 1 la baldosa puede incluir la siguiente flecha
adicional que trae la tupla (i',j') con 1 < i < ky 1< j" <[ que extiende la
informacién desde una cruz (la posicién de la flecha roja depende si j' es 1 o
no):

ii. Sii> 1 son de la forma:

Si ademas se cumple que 7 = 1 la baldosa puede incluir la siguiente flecha
adicional que trae la tupla (i’,5') con 1 <i < ky 1 < j <[ que extiende la
informacién desde una cruz (la posicién de la flecha roja depende si j' es 1 o
1no):

N
Ry
—
—_

y

Hay (I—1)+ (k—1)l+ (k—1)(I — 1) + (k — 1)?] baldosas de este tipo, donde cada
término de la suma anterior representa las cuatro posibilidades de lineas verticales
mostradas antes de manera ordenada. Sumando todo se obtienen en total k(kl—1)
baldosas de este tipo.

Es posible de interpretar las tuplas como que ahora cada flecha roja realmente
es de un color distinto que es identificado por su tupla, y que las lineas de union
realmente cambian de color al cruzar la linea negra. Sin embargo se prefiere dejar
la notacién actual para no sobrecargar de notacién a las baldosas.

Hay en total (k+()(kl — 1) baldosas de unién distintas. Notemos que para el caso
en que (k,l) = (2,2) hay 12 baldosas de unién en total, al igual que en el shift de
Robinson usual.
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3. Baldosas de extensiéon: Al igual que en el shift de Robinson, son baldosas que cumplen
la funcién de extender la informacion desde las cruces, los hay de dos tipos:

(a) Las primeras solo extienden las lineas negras que se originan en las cruces, son
iguales a las del shift de Robinsinon:

Y Y y

(b) Las segundas ademds de extender la linea negra, llevan una tupla (i,7) con 1 <
i<kyl<j <[ quese origina en una cruz pueden ser horizontales y verticales
y la forma en que se representan sigue la misma légica que las lineas de unién. Es
decir, las tuplas de las baldosas de la primera linea cumplen 1 < i < k. Las dos
primeras de ellas corresponden el caso j = 1 y las dos tltimas al caso 1 < 7 < [.
Las tuplas de las baldosas de la segunda linea cumplen todas que 1 < j < [. Las
dos primeras de ellas corresponden al caso i = 1y las dos tiltimas al caso 1 <i < k.

N
<&,
N

@B

H=

1 1
K= i

Y Y y

Tampoco este tipo de baldosas admite reflexiones o rotaciones. En total hay 4 +
2k —1)+2(k—1)(1—1)+2(l —1)+2(k —1)(l — 1) baldosas de extensién. El
primer término cuenta las cuatro baldosas que no llevan lineas rojas, y cada uno
de los términos siguientes cuenta dos baldosas de las 8 mostradas en el dibujo.
Juntando los términos se obtiene que hay 2(2kl — k — [+ 2) baldosas de extension.
Nuevamente es importante notar que en el caso del shift de Robinson ese ntimero
se reduce a las 12 baldosas de extensién usuales.

4. Baldosas de relleno: Este tipo de baldosa no tiene simil en el shift de Robinson. En
el shift de Robinson generalizado se formaran supertiles que estan formados por k - [
supertiles de un nivel inferior, en consecuencia, si solo deseamos tener una baldosa que
determine el supertile, el resto de las posiciones que se encuentran entre cuatro supertiles
debe ser rellenada por algo. En esta construccion se elige de manera arbitraria entre
las posiciones que estan entre cuatro supertiles la que se encuentra mas abajo y a la
izquierda (més adelante se observan ejemplos donde se aprecia esto) y en consecuencia
el resto de las posiciones se completa utilizando las baldosas de relleno. Tenemos tres
tipos de ellas y los primeros dos tipos pueden llevar también la informacion de una linea
roja que se origine en una cruz.

(a) Estas baldosas rellenaran espacios directamente arriba de una cruz (solo aparecen
si [ > 2), pueden extender la tupla (i,j) que identifica la cruz para 1 < i < k
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y 1 < j < [l. Nuevamente, donde se dibuje la linea que extiende la informacion
depende de la tupla (i, j) (sii= 1 se dibuja a la izquierda y sii > 1 a la derecha).

y

(b) Estas baldosas rellenan espacios directamente a la derecha de una cruz (aparecen
solo si k > 2), también pueden extender tuplas (i,j) donde 1 < i < ky 1 <
j < l. Nuevamente la forma en que se representa la linea es para que extienda la
informacion de la cruz, se representa de la forma de la izquierda si 7 = 1, y de la
forma de la derecha si 7 > 1.

R
.

Ui

-

y

(c) El resto de las baldosas de relleno simplemente rellena las posiciones que no estan
directamente arriba ni a la derecha de la cruz que identifica el supertile (aparecen
solo si k,1 > 2). Su tnica funcién es transmitir la informacién de las lineas negras.

Estas baldosas tampoco admiten rotaciones ni reflexiones. Para dar la cantidad de estas
baldosas es necesario usar indicatrices. La cantidad total es:

(T+ k(I =1)lgsey + (1 + (B = DD lgsoy + Loy lusay
Obviamente en el caso en que (k,l) = (2,2) hay 0 baldosas de relleno.

De esta forma, sumando todos los nimeros anteriores, el subshift Xgop(k,1) tendra un
alfabeto de tamano:

KL+ K12 + 5kl — 3k — 3l + 4+ (1 + k(I — 1) 1gsay + (14 (k= DD 1gsay + Lisoy lpso

Las reglas de adyacencia de Xgep(k, 1) son muy parecidas a las de Xgqp, es decir, tan sélo se
pueden unir dos baldosas si tanto las lineas negras como las rojas coinciden (punta de flecha
con cola de flecha). Ademds solo se podran unir dos flechas rojas si coinciden los simbolos de
ambas. En el caso de las baldosas de unién, se pueden unir dos flechas rojas mediante una
baldosa de unién de acuerdo a la regla detallada en su definicién (por ejemplo, una baldosa

38



de unién horizontal con el simbolo (2,3) une una baldosa ubicada a la izquierda que trae una
flecha con el simbolo (2,3) a una baldosa situada a la derecha cuya flecha acarrea el simbolo
(3,3)). Ademsds de estas reglas, del mismo modo que en Xgop, se fuerza a que en cada punto
de Xgop(k, () exista un 2-l4tice de cruces.

Cémo todas las reglas se pueden lograr prohibiendo un conjunto finito de patrones, enton-
ces Vk,1 > 2 : Xgop(k, 1) es un Z>-SFT.

Algo interesante a notar, es que efectivamente Xgop(k, 1) es una generalizacién de X,y
dado que Xgep(2,2) es simplemente una representacion distinta de Xgep. En efecto, una
conjugacién desde Xgop(2,2) a Xgop estd dada por el cédigo 1-bloque que simplemente borra
las tuplas en todas las baldosas, dado que en el caso (k,[) = (2,2) esta aplicacién es biyectiva.

A continuacion se generaliza la nocién de supertile para que tenga sentido en este nuevo
contexto.

Definicién 3.8 Sea n € N y k,l nimeros naturales con k,l > 2. Se dice que un patron del
shift de Robinson generalizado X poy(k,1) cuyo soporte es un rectdngulo de tamano (2k"~1 —
1,20" ' — 1) es un (k,l)-supertile de orden n (también se dice que es un (k,l)-supertile de
niwel n) si se cumple lo siguiente:

1. En el caso n =1, si la unica baldosa del patron es una cruz.

2. En el caso en que n > 1, si la baldosa de la posicion (2k"2,21"2) (llamamos central a
ésta posicion) del patron rectangular corresponde a una cruz, y el patrén estd formado
por un arreglo rectangular de k X [ supertiles de nivel n—1 separados a distancia 1 tales
que las lineas rojas que se originan en las cruces de sus baldosas centrales se unen de
la manera en que se muestra en la figura[3.10.

En la figura se puede observar bien la estructura de los (k,[)-supertiles de nivel n.
La baldosa central (la de la posicién (2k"~2 2["7?)) est4 marcada con el simbolo % y es la
tnica posicion donde se tiene libertad alguna para elegir una baldosa (solo se puede elegir
una cruz) dentro del (k,[)-supertile de nivel n, el resto de las baldosas estan determinadas
por dicha eleccién. En total se tiene un arreglo de tamano k x [ de (k,[)-supertiles de nivel
n — 1. Las baldosas que se encuentran entre cuatro (k,l)-supertiles de nivel n — 1 y no son la
baldosa central estan forzadas por las flechas negras a ser baldosas de relleno.

Utilizando el argumento anterior de manera inductiva se obtiene que Vn > 1 la cantidad
de (k,l)-supertiles de nivel n es exdctamente k - [, donde cada uno de estos esta determinado
por la cruz de la posicién central. En la figura se muestra un (3,2)-supertile de nivel 2
en Xgob(3,2) y en la figura un (2,3)-supertile de nivel 3 en Xgop(2,3).

A continuacion, al igual que en el caso del shift de Robinson se mostrara que para todo
par de nimeros naturales k,I > 2 se cumple que Xgop(k, 1) no es vacio y que no contiene
puntos periédicos

Proposicién 3.9 Para todo par de enteros k,l1 > 2 se cumple que Xpgop(k,1) # 0.
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Figura 3.10: Estructura de un (k,[)-supertile de nivel n € N en Xgo(k, ). Cada rectdngulo
representa un (k, [)-supertile de nivel n — 1. Se han omitido las tuplas por simplicidad.

Figura 3.11: Un (3,2)-supertile de orden 2 en Xgop(3,2).

DeMOSTRACION. La demostracion es idéntica a la realizada en el caso del shift de Robinson,
basicamente se tiene una secuencia de patrones localmente admisibles cuyo soporte crece
hasta cubrir todo Z?, se genera una secuencia de puntos que contienen dichos soportes y se
prueba que cualquier punto de acumulacién de dicha secuencia pertenece a Xgop(k,1).

Sea entonces una sucesién de puntos (#(),cy en A(Xgop(k, 1)) tal que para cadan € N
la restriccion de (™ a A,, esté contenido en un (k, )-supertile de nivel n+ 1. Por compacidad
existe una subsucesién que converge a un punto z € A(Xgop(k,1))%". Como Vn € N se cumple
que Z|y, estd contenido en un (k,!)-supertile de nivel n 4+ 1 que es un patrén admisible, se
sigue que todo patrén P C Z es admisible y en consecuencia € Xgop(k, (). O

Proposiciéon 3.10 Para cada par de enteros k,l > 2, todo punto de Xpge(k,l) contiene
(k,1)-supertiles de nivel arbitrariamente grande.

DEMOSTRACION. La prueba de esta afirmacion es extremadamente similar a la que se hace en
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Figura 3.12: Un (2,3)-supertile de orden 3 en Xgop(2,3).

el caso de Xgep, por lo cual se omite dar un exceso de detalles. En primer lugar sea x €
Xrob(k, ) y consideramos una cruz de su 2-latice de cruces. Mostremos que necesariamente
debe estar contenida en un (k,1)-supertile de nivel 2. En efecto, se sigue el mismo esquema
de demostracién que se detalla en la figura [3.8 Las lineas rojas que se originan en esta cruz
necesariamente deben extenderse, luego, dado que la cruz esté en el 2-latice de cruces, la tinica
posibilidad es que aparezcan rectangularmente ordenadas todas las cruces que se identifican
con las tuplas en R[k, ] en el 2-litice. Luego de esto, la tinica opcién es que dichas cruces se
unan mediante baldosas de unién. Finalmente, gracias a la estructura de las flechas negras se
determina que la baldosa central de este arreglo debe ser una cruz. La cruz de esta posicion
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inmediatamente termina de determinar la forma de las baldosas de union y fuerza a que el
resto de baldosas desconocidas sean de relleno. De esta forma la estructura encontrada es un
supertile de nivel 2. En la figura [3.13] se muestra el detalle de ésta deduccién para el caso

(k,1) =(2,3)

f
?

1] BN BN B
1

LY ) G )
1
1

.\3 .\D .\D .\:)

7

Figura 3.13: Esquema de deduccién que cada cruz debe estar en un (k, [)-supertile de nivel 2
para el caso (k,1) = (2,3).

El paso inductivo es bastante similar, sea n > 3 y consideremos un (k,1)-supertile de
nivel n — 1 que contenga la cruz inicial del 2-latice. Un argumento combinatorial similar al
anterior muestra que necesariamente debe estar dentro de un arreglo rectangular de (k,1)-
supertiles de nivel n — 1 que se unen a la flechas que salen de la cruz que esta en su baldosa
central mediante baldosas de unién. Nuevamente los centros de dichos (k,()-supertiles de
nivel n — 1 deben estructurarse rectangularmente (tal como las cruces en el caso base). Los
espacios indeterminados atin entre cada par de (k,[)-supertiles de nivel n — 1 solo pueden ser
rellenados con baldosas de extensién, hasta llegar a los espacios que se encuentran entre cuatro
(k,l)-supertiles de nivel n — 1. En la posicién central de este arreglo rectangular las lineas
negras fuerzan que aparezca una cruz, la cual determina el resto de las baldosas mostrando
que la estructura formada es un (k,[)-supertile de nivel n.

]

Proposicién 3.11 Para cada par de enteros k,l > 2 se tiene que Xpgop(k,l) no contiene
puntos periodicos.

DEMOSTRACION. Supongamos que = € Xgop(k, ) es un punto periédico y sea z := (z1, 22) €
Z? tal que o*(z) = z. Consideremos algin n € N tal que min(2k"! — 1,21 — 1) >
max(|z1],|22]). En virtud de la proposicién se sabe que z contiene un (k,[)-supertile de
nivel n, el cual no puede quedar fijo bajo la accién de % generando una contradiccion.

]

En virtud de lo anterior, se ha mostrado que el shift de Robinson generalizado comparte
las mismas propiedades del shift de Robinson. En particular, tiene la misma estructura en
el sentido de que cada punto puede estar formado por hasta cuatro (k,[)-supertiles de nivel
infinito (la misma definicién de antes solo que formados por (k,)-supertiles).
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De esta manera, para todo par de enteros k, [ > 2 es posible que en los puntos de Xg,, (%, )
aparezcan lineas de falla. Del mismo modo que en el shift de Robinson lo anterior motiva la
siguiente definicién.

Definicién 3.12 Sean nimeros enteros k,l > 2. Se dice que un punto x € Xpop(k,l) es
de tipo ldtice si Vn € N hay un (2k™ 1, 21" 1)-ldtice tal que x restringido al ldtice contiene
unicamente cruces que son centros de (k,l)-supertiles de nivel n.

Definicién 3.13 Sean nimeros enteros k,l > 2. Se define a X3 (k,1) como el conjunto de
todos los puntos tipo ldtice contenidos en X gop(k,1).

Teorema 3.14 Sean k,l > 2. El conjunto X u#(k,l) es el inico subsistema minimal de
Xrov(k,1).

DEMOSTRACION. La demostracion es idéntica a la del teorema [3.7], es decir, basta notar que en
virtud de la proposiciénen cualquier punto de Xgep(k, () aparecen supertiles de nivel arbi-
trario los cuales se pueden ver como patrones dentro de puntos de Xg%(k, [). En consecuencia
los puntos de X2 (k, ) son puntos de acumulacién de cualquier punto en Xgop(k,1). O

Con esto se concluye el estudio de este sistema generalizado. En lo que resta de este
capitulo se mostrard que los sistemas minimales X5 v X (k) son Z2-subshifts séficos.

3.4. min v, X0 1) son Z%-subshifts de tipo séfico.

En esta ultima seccién se muestra que los subshifts minimales X5 v X2 (k 1) son Z>-
subshifts de tipo sofico para todo par de enteros k,l > 2. Solo se realizara la demostracion
en el caso general, dado que el shift de Robinson puede ser visto como un caso particular.
Luego de eso se le dard especial atencion al caso del shift de Robinson usual para mostrar
una propiedad que sera 1til en el capitulo 5.

La demostracién presentada en esta seccién esta influenciada por una presentacién de
M. Sablik durante la conferencia: floripadynsys : Workshop on Dynamics, Numeration and
Tilings 4-8 Nov. 2013 Florianopolis (Brazil). La idea es generar una extensién del shift de
Robinson generalizado anadiendo decoraciones a las baldosas de modo que se obligue a que
los puntos sean de tipo latice.

Sean nimeros naturales k,1 > 2. A partir de Xgqp(k, 1) se genera un nuevo Z*-SFT que
es denotado X5% (k, 1) y se constituye por baldosas de Xgop(k, 1) que se modifican mediante
la adicion de lineas decorativas. Las lineas decorativas restringen ain mas las reglas de ad-
yacencia en el shift de Robinson generalizado y obligan a que todos los puntos sean de tipo
latice. A X3¢ (k,1) se le denomina shift de Robinson decorado generalizado.

Por simplicidad, no se muestra acd el conjunto completo de baldosas modificadas, sino
que simplemente se explica como obtenerlas a partir de Xgep(k, ). Las lineas decorativas se
representan visualmente como lineas punteadas azules.
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En primer lugar, se comienza modificando algunas cruces de Xgop(k,1). Solo se modifican
las cruces cuya tupla identificadora se encuentra en los extremos de R[k,[]. En la figura[3.14]
se muestran las cruces de Xgqn(k,[) que sufren modificaciones, la regla general es que en el
vértice donde se originan las lineas rojas se anaden lineas decorativas que se extienden en las
direcciones en que no hay lineas rojas (el detalle se observa en la figura .

Figura 3.14: Las cruces modificadas de X3% (k,1).

La idea tras agregar estas lineas a las cruces, es que si no es posible doblarlas o originarlas
en ninguna otra baldosa, entonces necesariamente cada linea debe necesariamente extenderse
de manera infinita o unir dos cruces de la forma explicada anteriormente en cada punto de
Xdee (k,1). En consecuencia al resto de las baldosas (no cruces) se permite agregarles lineas
azules (a lo mds una linea vertical y una linea horizontal por baldosa, de la manera que se
muestra en la figura [3.15).

Figura 3.15: A cada baldosa de Xgop(k, 1) que no sea una cruz, se permite agregarle una linea
horizontal y una linea vertical de una de las formas mostradas aca.

Agregando la regla de que cada par de baldosas adyacentes debe cumplir que sus lineas
azules punteadas, de existir, deben calzar en el borde donde se unen las baldosas, se define
para cada par de nimeros naturales k,l > 2 un Z*-SFT denominado X3 (k,1). En la figura
se muestra un ejemplo de un (2, 3)-supertile de nivel 3 en X3 (2,3).

; 3 4 . £ dec 3 4 min
A continuacién se mostrara que Xg% (k, 1) es una extensién de Xpop(k, ().

Teorema 3.15 Para cada par de enteros positivos k,l > 2, se tiene que X734 (k,l) es un
Z2-subshift de tipo sdfico.

DEMOSTRACION. En efecto, para demostrar que X3t (k, 1) es un Z2-subshift de tipo séfico se
muestra que X5 (k, 1) es una extension de Xgin(k, [). Para realizar a cabo esto se define en
primer lugar a ¢ : X5 (k,1) — Xgrob(k, 1) el cédigo de la ventana deslizante (1-bloque) que
borra las lineas decorativas en cada baldosa. En primer lugar se muestra que cada elemento
de X2 (L, 1) admite una preimdgen.
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Figura 3.16: Un (2,3)-supertile de orden 3 en X5 (2, 3). La definicién de supertile es andloga.

Lema 3.16 Todo x € X}k, 1) admite una decoracion vdlida.

DEMOSTRACION. La demostracion es sencilla. Inductivamente es sencillo observar que cada
(k,l)-supertile de nivel n € N admite una decoracién vélida, dado que estd formado por
un arreglo rectangular de k x [ (k,l)-supertiles de nivel n — 1 lo cual causa que las lineas
decorativas de estos supertiles calcen correctamente. Mediante un proceso de limite igual al
de la demostracién de la proposicion se puede construir un punto tipo latice que admite
una decoracion valida. De esta manera aplicando ¢ sobre el punto generado, se tiene que hay
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un punto tipo latice en ¢(X5% (k,1)). Cémo X2 (k, 1) el conjunto de los puntos tipo latice
es minimal y ¢ es una funcién continua y que conmuta con el shift, entonces necesariamente

Xioh (1) € o(X355 (K, 1)).

]

Ahora se muestra que ¢(X5% (k, 1)) contiene solo puntos de tipo latice.

Lema 3.17 Para todo x € X & (k,1) se cumple que ¢(z) es un punto de tipo ldtice.

DeMoSTRACION. El argumento es inductivo. Sea z € X3% (k, ). Las reglas del shift de Robinson
generalizado fuerzan la aparicion de un 2-latice de cruces. Mostremos primero que hay un
(2k, 2l)-1atice de cruces que son centros de (k,[)-supertiles de nivel 2. En efecto, sea z =
(21,22) € Z* tal que existe un (k,[)-supertile de nivel 2 cuya cruz central se ubica en la
posicion z. Las cruces que se ubican en sus cuatro esquinas llevan lineas azules, lo cual fuerza
que las cruces que se encuentran adyacentes en el 2-latice pero no en el supertile sean las que
aparecen en la figura [3.17} Continuando el argumento, dichas cruces fuerzan la aparicién de
(k,l)-supertiles de nivel 2. De este modo se fuerza la aparicién de cruces que son centrales
para dichos supertiles en las posiciones (z1 — 2k, 22), (21 + 2k, 22), (21, 22 + 21) ¥ (21, 20 — 21).
Si se extiende el argumento sobre todas estas baldosas se obtiene que hay un (2k, 2[)-latice
de cruces que son centros de (k,[)-supertiles de nivel 2.

(21, z2)

Figura 3.17: Esquema de demostracion. Las cruces de las esquinas de un supertile fuerzan
que las cruces fuera de éste también esten coordinadas. La cruz central del supertile esta
ubicada en la coordenada (z1, 29) € Z?

Ahora se procede por induccién. Sea n € N con n > 3 y supdéngase que existe un
(2km=2,2]"?)-14tice de cruces que son centros de (k,[)-supertiles de nivel n — 1. Sea nue-
vamente z = (z1,27) € Z* tal que existe un (k,[)-supertile de nivel n cuya cruz central se
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ubica en la posicién z. Los (k,[)-supertiles de nivel n — 1 que se ubican en sus cuatro es-
quinas tienen baldosas centrales en el (2k"~2,2("~%)-14tice de cruces y llevan lineas azules,
lo cual fuerza que las cruces que son centros de (k,l)-supertiles de nivel n — 1 que se en-
cuentran adyacentes en el (2k"~2 2["~2)-latice pero no en el (k,l)-supertile de nivel n sean
de la misma forma que las que aparecen en la figura solo que ahora son centros de
supertiles en vez de cruces por si solas. Repitiendo el argumento anterior, dichas cruces obli-
gan la aparicién de (k,[)-supertiles de nivel n cuyos centros estan alineados. De este modo
se fuerza la apariciéon de cruces que son centrales para dichos supertiles en las posiciones
(21 — 2k™71 29), (21 + 2™ 71, 29), (21, 22 + 20"71) y (21, 22 — 21"71). Si se extiende el argumen-
to sobre todas estas baldosas se obtiene que hay un (2k"~1, 21" 1)-latice de cruces que son
centros de (k,[)-supertiles de nivel n. Esto termina la demostracién.

O

Utilizando los dos lemas anteriores, se tiene que el cédigo 1-bloque ¢ : X8 (k,1) —»

Xmin(k 1) que elimina las decoraciones azules de cada baldosa, da un cédigo factor. En
consecuencia de lo anterior se obtiene que X3i%(k,[l) admite una extensién SFT, lo cual
concluye la demostracion del teorema.

]

En particular tomando (k,l) = (2,2) y aplicando la conjugacién que borra las tuplas en
cada baldosa, se obtiene el siguiente corolario:

Corolario 3.18 X7 es un Z2-subshift de tipo sdfico.

Hasta ahora la definicién de X§ ha sido un poco ambigua con la forma en que las lineas
azules aparecen en el resto de las baldosas (extensién y unién). Esto principalmente pues para
la demostracién anterior no eran necesarios estos detalles. Sin embargo es necesario poner
una restriccion extra para asegurar un resultado que es de gran utilidad en el capitulo 5.

La restriccion extra es la siguiente: Cada baldosa de extension o de unién debe llevar tanto
una linea vertical como una horizontal, ya sea roja o azul. Es decir, si la baldosa antes de
la decoracién no trae una linea roja vertical o horizontal, entonces deben agregarsele lineas
azules de la forma en que se muestra en la figura |3.15|

La restriccién anteriormente definida solo disminuye el nimero de simbolos, es decir, la
cardinalidad del alfabeto es mas pequeno pero no anade restricciones locales. Es decir, en
este nuevo alfabeto mas pequenio no hay restricciones adicionales a las anteriores para definir
Xde¢  De hecho, dentro de un supertile de nivel infinito de X 3% | esta regla no agrega nada
nuevo, es decir, ya era forzada por las cruces dentro de cada supertile. Lo que asegura la
nueva restriccion es que localmente cada patron pueda verse como subpatron de un supertile
suficientemente grande. Es decir, se tiene la siguiente proposicion:

Proposicién 3.19 Para cada patrén P € L(X %) existe n € N y un supertile decorado 11
de orden n € N tal que P C 1I.
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En consecuencia, todo patrén globalmente admisible de X3% es posible encontrarlo dentro
de algun supertile suficientemente grande. La misma propiedad no es valida en el caso de Xy,
debido a la existencia de las lineas de falla que permiten la aparicién de patrones localmente
admisibles que no son subpatrones de algin supertile. Este resultado es de vital importancia
para una construccion que se realiza en el capitulo 5.
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Capitulo 4

Una version del teorema de Mozes
para Z?-subshifts limites generados
por sustituciones rectangulares

El objetivo de este capitulo es entregar una extension del teorema de Mozes descrito
en para el caso de Z?-subshifts limites generados por sustituciones rectangulares. Una
demostraciéon de dicho teorema para el caso de Z2-sustituciones cuadradas de tamafio 2
ya ha sido probada recientemente en [16]. En primer lugar, se entregard una demostracién
alternativa de dicho teorema para sustituciones cuadradas de tamano 2 y posteriormente se
generalizard esta demostracién para el caso de Z2?-sustituciones rectangulares de cualquier
tamano.

Las demostraciones presentadas a continuacion consisten en encontrar explicitamente una
extensién para los subshifts limites X! donde s es una Z2-sustitucién rectangular que actia
sobre un alfabeto finito A. Para ello se utilizan las estructuras de X y X™in(k ) junto con
un Z2-SFT cuyas reglas provienen de la Z2-sustitucién s que se desea codificar. A partir de
estos dos elementos se genera una estructura que permite codificar un punto x de X! junto a
todo su pasado infinito de preimédgenes bajo la accién de s, es decir, la secuencia de puntos
(™) eny € A% tal que 2 = 2@ y Vj € Ny 3200 € Z2 tal que 20) = 02 o s(z0t)) cuya
existencia estd garantizada por la proposicién [2.10] Posterior a ello mediante la obtencién de
un 2-higher power de dicha estructura se procede a definir un factor hacia X!, lo cual muestra
que dicho Z2-subshift es séfico.

Por razones pedagdgicas, se presenta primero el caso particular donde la Z2-sustitucién
s es cuadrada de tamafio 2 y posteriormente se generaliza a Z?-sustituciones rectangulares
arbitrarias.
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4.1. Construccién de una extensién SFT para Z?-subshifts
limites generados por Z’-sustituciones cuadradas
de tamano 2

Sea s una Z2-sustitucién cuadrada de tamafio 2 que actiia sobre un alfabeto finito A, y
considérese ademads el subshift limite generado por s, es decir, el conjunto:

Xl= ﬂ Orb,(s"(A™Y).

neN

El objetivo de esta seccién es probar que X! es un Z2-subshift de tipo séfico. Para realizar
dicho propésito es conveniente introducir primero una nueva Z2-sustitucién sy que extiende
a s en el sentido de que para a € A se tiene que para n € N, s%(a) contiene los simbolos
ordenados de s"(a) pero ademas contiene V 0 < m < n la informacién de s™(a). Posterior-
mente utilizando estructuras locales de dicha Z2-sustitucién se define un Z2-SFT Y, el cual
es utilizado junto al shift de Robinson para generar un subshift X que es subconjunto del
producto XBi x Y y que permite generar la extensién buscada tomando su 2-higher power.

La sustitucién sy se define sobre un alfabeto Ay que extiende al alfabeto A. Lamen-
tablemente esta Z2-sustitucién no es rectangular, sin embargo para los propdsitos que la
necesitamos, es compatible con la concatenacién. En primer lugar se describe el alfabeto Apy
y luego se detallan sus reglas y se explica su utilidad. Los elementos de Ag son representados
como baldosas y se pueden presentar en las siguientes clases:

1. Simbolos: Corresponden a los simbolos de A. Por cada a € A se representa su baldosa
asociada en Ay como:

a

Su funcién es guardar la informacion de s™(-) para n € N en s%(+).

., a, a )
2. Reglas: Por cada regla de sustitucién en s de la forma a = al a2 existe en Ay una
3 Q4
baldosa que contiene dicha informacién. Tal baldosa se representa de la siguiente forma:

a1 a
a—3a3

Su funcién es guardar la informacién de s™(-) V0 < m < ny paran € N en s}(-). El
simbolo a € A a la izquierda de la baldosa se denomina el simbolo asociado a la regla.

3. Lineas normales: Por cada tripleta de simbolos (a,b,c) € A% tenemos en Ay las
baldosas:

-@b— béac
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Es decir, pueden ser tanto horizontales como verticales. Su funcién consiste en asegurar
la consistencia de los patrones que corresponden a una iteracion de la sustitucion s y
la de traspasar la informacién a patrones cuadrados mas grandes.

4. Lineas de extensién: Por cada tripleta de simbolos (a, b, ¢) € A® aparecen en Ag las
baldosas:

C

b |
qar--| | b
c y @

Su funcion es transmitir informacién desde las reglas hacia los extremos de los bloques
y las lineas de union.

5. Lineas dobles: Por cada tripleta de simbolos (a, b, ¢) € A? también estdn las siguientes
baldosas en Ap:

b

a |
y

Su funcién es idéntica a la de las lineas de extensién y solo estdn para darle consistencia

a la concatenacion dentro de la sustitucion sg. Este ultimo objetivo se puede observar

con claridad mas adelante, donde se detallan las reglas de la sustitucion sg.

6. Lineas de unién: Por cada tripleta de simbolos (a,b,c) € A3, se tienen en Ap las

baldosas: i
@L--%m
C

Yy

Su funcién es conectar la informacién de bloques adyacentes de manera consistente.

De esta manera, solo resta definir las reglas de la sustitucion sgy. A diferencia de las
sustituciones definidas anteriormente en la memoria, ésta no es rectangular, de hecho, no
existe un tnico soporte S ¢ Z? finito tal que sy(Ag) C (Ay)°, sin embargo veremos que
para los efectos que la utilizaremos, es completamente consistente con la concatenacién. Las
reglas de sy son las siguientes:

1. Por cada regla en s de la forma a = Zl 32 se tiene en sy la regla:
3 Q4
alagzag

ai ag

a | fa] a3z al—
CL3 aéﬂm CL4

2. Las baldosas que se denominan reglas se mantienen fijas bajo la sustitucién sy es decir:

ajag ajay
A—azaj SE/ A—azaj

3. Las baldosas que tienen lineas normales 6 de extensién se reemplazan por un arreglo
de tres baldosas de la siguiente forma:
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T
E
A
5
3

12

a.éaag s -Cll%]ﬂ? a]@@ a%@

Y

4. Las baldosas que tienen lineas de unién 6 lineas dobles también se mantienen fijas:

EaRiC A TEEITS
:{Ej]n: sj :{Ej]n: a.é%ag Sj a%@

Y

Ademds, las sustituciones se ordenan en Z? de modo tal que la sustitucién sy aplicada
n veces, donde n € N a un simbolo a € A sea un patréon cuyo soporte es un cuadrado de
tamafio 2! — 1. En lo anterior se observa que la tnica utilidad de las baldosas con lineas
dobles es dar consistencia a la concatenacion, es decir, que las lineas de extensién puedan
extenderse al tamano adecuado en sy.

Definicién 4.1 Dada una sustitucion s cuadrada de tamano 2 sobre un alfabeto A decimos
que sy es la sustitucion jerdrquica sobre Ay asociada a s.

Ejemplo : La sustitucion sy aplicada dos veces a un simbolo a € A que de acuerdo a las
reglas de la Z2-sustitucién s cumpla que

s a1 Qg s
a = y que a; —

b1 bg _s>01 (&) s d1 dQ s €1 €9
as Q4 by by c3 Cy

as — as, — .
3 d3 d4’ 4 €3 €4

Genera un patrén cuyo soporte es un cuadrado de tamafio 7 = 22! — 1 y es la forma que se
muestra en la figura [4.1

El hecho de que para a € A, s%(a) contenga la informacién de s™(a) para todo n,m €
N con 0 < m < n permite tener suficiente informacién para crear la extensién de X i,
sin embargo, atin falta una estructura para poder tener los patrones que aparecen en las
iteraciones de sy sobre un simbolo de A en un Z2-subshift de tipo séfico. Es ahi donde entra
la utilidad del shift de Robinson minimal X£ el cual fue estudiado en el capitulo 3. Para
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Figura 4.1: El resultado de aplicar la sustitucién sy dos veces al simbolo a € A.

poder sacar provecho de su estructura es necesario antes introducir un Z2-SFT auxiliar que
rescata las propiedades esenciales de sg.

Definicién 4.2 Se define a Y, C (Ay)? el Z2-SFT auziliar asociado a s mediante una serie
de restricciones locales que aparecen dentro de patrones finitos de la forma s (a) con a € A
yn € N. La restriccion 0 asequra que exista un 2-latice compuesto unicamente de baldosas
con simbolos, las restricciones 1 a 4 son positivas en el sentido que fuerzan la aparicion de
los patrones que se muestran en ellas. La restriccion 5 prohibe la aparicion de los patrones
que en ella se describen. A continuacion se listan dichas restricciones.

Restriccion 0: para cada punto y € Y, debe existir un 2-ldtice L C Z* tal que y|; estd
compuesto unicamente de simbolos e y|Zz\L no contiene simbolos.

La restriccion anterior se puede obtener facilmente mediante restricciones finitas de un
modo similar al empleado para obtener un 2-ldtice de cruces en Xgyp. Esto se muestra
en la figura[{.3 donde las baldosas que llevan simbolos se denotan mediante cuadrados

negros y los cuadrados blancos representan cualquier baldosa de Ay que no sea un
simbolo.

H B N

Figura 4.2: Casos posibles para patrones de tamano 3x3 en Y.

Restriccion 1: Cada baldosa que lleve una regla debe estar rodeada de baldosas en una de
las dos siguientes configuraciones donde a,ay,as,as y ay € A:
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1
a.ébjag a]@@

ai ag

ajag a1 ajag a2
Ha— a4 — ay - -2zl - -
3 4

3

1
a %@4 a%}a;;
0

)

Restriccion 2: Cada baldosa con una linea normal debe cumplir la configuracion siguiente
(se muestra el caso vertical y el horizontal donde a,b,c € A):

@ bbéﬂcc

5 0

Restriccion 3: Cada baldosa con una linea doble debe cumplir la configuracion siguiente
(se muestra el caso vertical y el horizontal donde a,b,c € A):

C

b

[
%C @ - - --

bac

d 0

)

Restriccion 4: Cada baldosa que lleve una linea de union, debe estar en una de dos con-

figuraciones posibles (se muestra el caso horizontal y vertical donde a,b,c € A y el
simbolo - denota un elemento sin especificar de Ay ):

"

-t -- -t {al--
i ..
b : [ b E C
[ [

5 - b%]c == B—t b%f-
bic b E c
@ .o o

Restriccion 5: Se prohibe la aparicion de dos baldosas con lineas de extension en la
misma direccion contiguas (se muestra el caso vertical y el horizontal donde el simbolo
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- representa un simbolo de A sin especificar):

- -0 - -

Las restricciones anteriores pueden ser logradas prohibiendo una cantidad finita de pa-
trones, luego Y; es efectivamente un Z2-SFT. Dichas restricciones generan un subshift sin
mucha estructura por si mismo, pero que es suficiente para generar la extension que desea-
mos al tomar el producto con el subsistema minimal del shift de Robinson y agregar reglas
adicionales.

Consideremos ahora al subshift producto X# C XEnx Y cuyos simbolos son pares com-
puestos de un sfmbolo en el alfabeto de X2 en la primera componente y un simbolo de Ay
en la segunda componente. Ademds X es determinado por las siguientes reglas:

Regla 1: Si en la primera componente aparece una cruz de X2 siempre ird acompanada en
su segunda componente de una baldosa que tiene un simbolo o una regla. Es importante
notar que en virtud de la restriccién 0 se tiene que si la cruz esta en el 2-latice de cruces
entonces ira acompanada de un simbolo y en el caso contrario de una de las reglas.

Regla 2: Las baldosas de unién de X3 en la primera componente irdn siempre acom-
panadas de una baldosa de linea normal o de linea de uniéon de Ay en la segunda
componente. La linea sera horizontal si la linea negra con punta de flecha es horizontal,
y serd vertical si la linea negra con punta de flecha es vertical.

Regla 3: Las baldosas de extensién de X3 en la primera componente son siempre acom-
panadas de una baldosa de linea de extensiéon o de linea doble de Ay en la segunda
componente. También estas lineas son horizontales o verticales si la linea negra con
punta de flecha es horizontal o vertical (respectivamente).

Las reglas anteriores son solo una cantidad finita de restricciones locales sobre el alfabeto
de X luego en virtud de que X2 es de tipo séfico e Y; es un Z2-SFT se tiene que X es
un Z2-subshift de tipo séfico. Llamaremos a X el Z2-subshift jerdrquico asociado a s.

Dado x € X, se define 7 (z) y ma(x) como las proyecciones naturales sobre X5t e Y,
respectivamente.

Observacién 4.3 Sean € N conn > 2 y sea v € X, Considérese S C Z* un soporte finito
cuadrado de tamano 2" — 1 tal que m (x)|s es un supertile de nivel n del shift de Robinson.
Entonces la baldosa en la posicion central de S, (esto es, la posicién (271 2"71) de dicho
supertile) tiene como simbolo en la sequnda componente una baldosa de regla de Ay

DeEMosTRACION. Como la baldosa central de un supertile de nivel n > 2 no pertenece al 2-1atice
de cruces, entonces utilizando la regla 1 se concluye que el simbolo asociado en la segunda
componente debe ser una baldosa de regla. O]
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Proposicién 4.4 Sean € N conn > 2 yx € XH2. Considérese S C Z* un soporte finito
cuadrado de tamano 2" — 1 tal que m (x)|s es un supertile de nivel n del shift de Robinson.
Supongamos que la baldosa de regla que se encuentra en la sequnda componente en la posicion
central de S corresponde a la regla (es regla por la observacion que contiene a la regla

de s asociada al simbolo a € A. Luego mo(x)|s = sg_l)(a)

DEMOSTRACION. Procederemos por induccion en el tamano del bloque, digamos primero que
el simbolo de la baldosa central es de la forma:

a1a2
A—azaj

Si n = 2, sin pérdida de generalidad el supertile tiene la forma que se aprecia en la figura
W (las otras posibilidades son rotaciones de este supertile). Eso implica que las baldosas
adyacentes a la cruz central son de union, lo cual a su vez implica mediante la restriccién 1
que deben aparecer lineas normales que lleven los simbolos siguientes:

? mase| 2

a1 ag

{b a—»Zéiii{b
3 4

? | ?

Usando la restriccién 2 se concluye que en las esquinas del supertile deben ir los simbolos
que aparecen en la regla, es decir, el patrén en la segunda componente corresponde a sy (a):

alagzag

-@CF a—%a3a3 -@a4—
a3m$4a4'

Supdngase ahora que n > 2 y la afirmacién es valida para las restricciones a supertiles de
tamano n—1. Se demuestra a partir de ello que la misma afirmacién vale para los supertiles de
orden n. En efecto, para poder describir con mayor precision los detalles de esta demostracion,
supongamos sin pérdida de generalidad, que el soporte de la restriccion de = al supertile de
nivel n es R[2" — 1,2" — 1]. En virtud de la observacién tenemos que en la segunda
componente en la posicién central (2771, 2"71) de este supertile tenemos una baldosa que es
regla, es decir, es de la forma:

a1a
a—atia?
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Notemos que en dicha posicién, al extenderse en las cuatro direcciones de Z? solo hay baldosas
de extension, salvo en las posiciones (271 —2n=2 on=1) (gn=l4 gn=2 on=1) (gn=1 gn-1_9n=2)
(2=t 271 4 27=2) donde hay baldosas de unién. Las restricciones de X obligan a que las
posiciones que en la primera componente tengan baldosas de extension tengan en la segunda
componente baldosas con lineas de extension y lineas dobles alternadas, y las restricciones
de Y; obligan a que estas extiendan la informacién de la baldosa que tiene una regla de la
posicién (2771 27"71) hacia las baldosas unién en las posiciones descritas anteriormente. De
este modo, en funcién de la restriccion 4, las baldosas de uniéon de dichas posiciones, solo
pueden ser continuadas en las direcciones perpendiculares a la ya analizada, acarreando la
informacién desde la regla de la posicién (2771, 2"71) de la manera en que se esquematiza en

la figura [4.3]

bibafl ‘e €162 ?
? a1—>b3b4 ﬂ%g— [12=c5c
. .

T
aq a2

.. _@g_ a2 .. _@J_
3 4

P P ﬂ4.... o
AR BEREE

Figura 4.3: Esquema de demostracion: la regla central fuerza las baldosas de unién, que a su
vez fuerzan las baldosas centrales de cada uno de los supertiles de nivel n — 1 en las esquinas
a contener reglas.

De esta manera, solo existird una eleccién en la segunda componente para las posiciones
(2n=1 4 9n=2 9n=1 4 9n=2) y dicha eleccién corresponde a las reglas que se originan con los
simbolos que aparecen en el lado derecho de la regla de s aplicada al simbolo a (ver nuevamente

la figura [4.3)).

Utilizando la hipdétesis inductiva, se concluye que los supertiles de orden n — 1 de las
esquinas, esto es, los que estan centrados en las coordenadas descritas en el parrafo anterior
estan completamente determinados en la segunda componente y corresponden a sZ‘Q(ai) para
todo i € {1,2,3,4}. Lo unico que queda por determinar son que baldosas de extensién van
en las posiciones (i,2" 1) y (2" 1i) conie {1,...,2" —1}\ {2""! —2n=2 on-1 gn—1 4 gn=21
Utilizando que en virtud de las restricciones impuestas por Y; las reglas no pueden estar
al lado de lineas dobles, y las lineas dobles deben alternarse con las lineas de extension se
concluye que necesariamente dicho patrén proyectado en la segunda componente debe tener

la forma:
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52| ALy s %;) 72|42
ai _{@Zz_ B "_1< CL )

) SnH—2< a—a}a3 ) n—2(

3 4

52| A3y s %@ ) s A4

Lo cual concluye la demostracién de la proposicion.

Ahora que se cuenta con la proposicién se poseen las herramientas para mostrar que
X1 realmente es capaz de contener la informacién de un punto de X! junto con todo su
pasado de preimagenes infinito bajo la accion de s. Explicitaremos lo anterior de manera
rigurosa en dos proposiciones.

Proposicién 4.5 V x € X2 el 2-ldtice L C Z? tal que la proyeccion de x a la primera
componente restringida al ldtice L m(z)|1, consiste unicamente de cruces, entonces la proyec-
cion de x a la sequnda componente restringida a L m(x)|, contiene un punto y € X.. Mds
especificamente, si el ldtice es un conjunto de la forma (21, 29) + 2Z* con (21, z) € {0,1}?

entonces para g = (g1, g2) € Z* se define yg 1= (L) (21 +20)+(201,290) Y S€ afirma que y € XL

DEMOSTRACION. De acuerdo a la proposicion bastard construir una secuencia (y™),cn, C
A% tal que y = y(O) y V5 €Ny 3.0 € 72 tal que y(j) _ Uzm o S(y(jﬂ))'

Dado que 7 (z) estd en Xpi luego V5 € N existe un 27-1atice tal que m () restringido a ese
l4tice consiste de cruces que son centros de supertiles de nivel j. Por la observacion [4.3] tenemos
que si j > 2 las baldosas de la segunda componente en el 2/-ldtice anterior corresponden a
reglas. Considérese entonces yU~1) como el punto formado por los simbolos que son asociados
esas reglas. Especificamente, si el ldtice es de la forma z + 2772 con 2z = (21, 22) € Z* tal
que 0 < z; <2y 0 < 2y <20 entonces para g = (g1, g2) € Z? se define a (y(jfl))g como el
simbolo que es asociado a la regla Wg(x)(zl,@)ﬂgjgl,zjgz). Se muestra a continuacion que dicha
sucesion cumple la propiedad requerida.

En efecto, cémo cada cruz en el 2/-1atice de cruces en la primera componente es el centro
de un supertile de nivel j, entonces para j > 2 de acuerdo a la proposicion [f.4] todo el supertile
en la segunda componente coincide con sfq_ "(a) donde a € A es el simbolo asociado a la regla
del centro del bloque en la segunda componente. Luego, si se asume que dicha baldosa de
regla tiene la forma:

a1a2
A—azaj

Es posible deducir que la proyeccién en la segunda componente de dicho bloque es:
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S]I;Q( al 5{{2 a.él]ag 5{{2( a2
Jj—1 ai ag
s ) A . A
G Bl A e s I Rl
531;2( a,3 ng a%t]wl SJI;2( a,4

En funcién de esto se puede separar el punto y9~2 en cuadrados de tamaiio dos de modo
tal que cada bloque es la imagen via s de un simbolo del punto yU=1 y de este modo existe
2072 € 72 tal que yU 2 = 07" o 5(yl—Y).

O

Proposicién 4.6 Dado y € X! existe v € X tal que si L C Z* es el 2-ldtice tal que 71 (z)|L
consiste unicamente de cruces entonces mo(x)|, contiene al punto y.

DEMosTRACION. Consideremos y € X!. Asf existe una secuencia (y™),en, € A% tal que y =
y© yVj € Ny 320 € 72 tal que y¥) = 07 05(yU™D). Se construye el punto z inductivamente
de la siguiente forma: primero se fija ma(2) (22 225) = Y(z1,2,) Para todo (21, z2) € Z?. Eso fuerza
a que 7 ()]oz2 sea el 2-1atice de cruces, pero no fija cual cruz va en cual posicién. Utilizando
la expresién y = o*” o s(y™M) se puede descomponer y en cuadrados de tamafio 2 alineados,
de modo tal que cada cuadrado sea la imagen de un simbolo de y(»). Fijamos entonces las
cruces del 2-latice en la primera componente de modo tal que cada uno de dichos cuadrados
esté dentro de un supertile de nivel 2, y en las posiciones centrales de dichos supertiles en la
segunda componente se ponen las baldosas de regla cuyo simbolo asociado es el simbolo de
A que de acuerdo a la expresion y = o o s(y™M) generé los simbolos de los extremos del
cuadrado de tamano 2 considerado. Asi en la primera componente el punto queda totalmente
definido sobre el 2-latice y se determinan las posiciones de las cruces del 4-latice. Finalmente,
utilizando la proposicién 4.4]se obtiene que en la segunda componente el punto esta totalmente
determinado en los bloques cuadrados de tamano 3 = 21 — 1 centrados en las reglas del
4-latice. Uniendo los ultimos dos argumentos se obtiene que el punto = esta completamente
definido en ambas componentes en el 2-latice 27Z2.

Repitiendo el mismo argumento para y* = o o s(y?) se determina la orientacién de
las cruces del 4-latice de cruces (cuya posicién fue determinada en el paso anterior) que son
centros de supertiles de nivel 2, y se fija la posicién del 8-latice de cruces que son centros de
supertiles de nivel 3, junto con las reglas que van sobre él en la segunda componente, de este
modo el punto queda totalmente definido en su primera componente sobre sus supertiles de
nivel 2, y en su segunda componente utilizando la proposicion [4.4]el punto queda determinado
totalmente sobre los bloques de tamafio 7 = 22*! — 1 centrados en el 8-ldtice determinado
en este paso. En conclusion x queda completamente determinado en los bloques de tamano
3 centrados en el 4-latice descrito en este parrafo.

Iterando este argumento para j > 1 con la ecuacién y@ = o2 o s(yU*D) se logra en
cada paso definir x completamente en sus dos componentes en la restriccion a los bloques
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cuadrados de tamano 277! — 1 centrados en el 2/*!1-14tice en la primera componente. De este
modo iterando el proceso infinitamente (por ejemplo, usando una secuencia como en la usada
en la demostracion de que Xgop no es vacio), obtendremos que solo resta definir = en a lo
mas dos lineas que separan supertiles de nivel infinito, como es el caso de la figura [4.4]
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Figura 4.4: Estructura de un punto de X con dos lineas infinitas donde atin no es definido
y una posibilidad para rellenar esas lineas. Se muestran ambas componentes en cada linea.
Todas las letras en esta figura son simbolos de A.

Solo resta fijar los simbolos en dichas lineas. Hay varias formas de hacerlo, pero lo mas
sencillo es simplemente rellenarlas en la primera componente con baldosas de extensién, y
luego en la segunda componente con una secuencia alternada de baldosas que contengan
lineas de extensién y lineas dobles (sin importar las tripletas que contengan siempre que sean
consistentes con las restricciones de Y;). En la figura [4.4| se muestra una forma de hacer esto.
La ultima eleccién en la segunda componente no viola ninguna de las restricciones de Y.
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Ahora sea (X7){2} el 2-higher power shift del Z2-subshift X7 (ver definicién [1.17). Dado
que todo punto en X tiene un 2-latice de stmbolos de A en su segunda componente, se puede
definir un c.v.d. I-bloque ¢ = ®., en (X){% dado por su funcién local ® : Loy, o(XH7) — A
de modo tal que cada P € Lyyo(XH) patrén globalmente admisible de tamafio 2 x 2 de X
y luego simbolo del alfabeto de (X7){%} se manda por ® al tinico simbolo a € A que aparece
en la proyeccion de P a la segunda componente.

Teorema 4.7 ¢ : (X2} = X! es un codigo factor.

DeEMOSTRACION. En efecto, ¢ es un cédigo de la ventana deslizante, luego por el teorema [1.15
es necesariamente continuo y conmuta con el shift.

Por la proposicién se sabe que ¢((X7)12}) € X! 1o cual sumado a la proposicién
entrega que ¢ : (XH){2 - X! es sobreyectiva.

]

Corolario 4.8 X' es un Z>-subshift de tipo séfico.

DEMOSTRACION. De acuerdo al corolario m X es de tipo séfico, ademds Y es de tipo
min

finito. En consecuencia X C X@in xV, es también de tipo séfico pues solo se agregd una
cantidad finita de patrones finitos prohibidos extras para generarlo.

Finalmente, si X es de tipo séfico entonces (X7 ){% es también de tipo séfico, como todo
factor de un subshift de tipo séfico es un subshift de tipo séfico, se concluye que X! es séfico,
lo cual demuestra lo requerido.

]

Antes de continuar con la siguiente seccién y generalizar el resultado a sustituciones rec-
tangulares es importante hacer dos alcances con respecto a la demostracion realizada. En
primer lugar es relevante notar que la demostracién entrega una extension SF'T de manera
explicita para cada subshift limite generado por una Z2-sustitucién cuadrada de tamafio 2.
Basta utilizar el Z?-SFT de Robinson con la decoracién de lineas azules punteadas X3¢
definida en la seccién en vez de X® para construir X. El segundo comentario es que
no es realmente necesario utilizar la sustitucion sy en la demostraciéon, tan sélo fue utilizada
para simplificar la redaccién ya que es una alternativa relativamente sencilla para definir los
bloques s (a) para a € Ay n € N. Si la construccién se hace prescindiendo de la sustitucién
sy se puede en particular prescindir de las lineas dobles, las cuales solo se introducen para
entregar consistencia a la sustitucion para la concatenacion.
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4.2. Extensién SFT para Z*-subshifts limites generados
por Z’-sustituciones rectangulares

En esta seccién se generaliza el resultado demostrado previamente al caso de Z2-sustituciones
rectangulares de tamano arbitrario. Las demostraciones realizadas aca son muy similares ya
que las unicas diferencias son que crece un poco el alfabeto sobre el que actia la sustitucion
jerarquica y que se utiliza el sistema minimal contenido en el shift de Robinson generalizado
en vez del shift de Robinson usual.

A lo largo de esta seccién se supondrd que s es una Z2-sustitucién rectangular que actia
sobre un alfabeto .A. También supondremos que el tamano de s es (k,[) con k,l € N ntimeros
naturales y k,[ > 2. Es decir, la sustituciéon tiene reglas que son de la forma:

ay ... Qg
a— . donde a, a;; € A para cada (i,j) € R[k,]

ay; ... Q1

. ., . . . . ., k.l .
Al igual que en la seccién anterior, se comienza definiendo una Z?-sustitucién s;; asociada
, . k.l . . .
a s la cual acttia sobre un alfabeto extendido Aj}; el cual se representa mediante los siguientes
tipos de baldosas:

1. Simbolos: Corresponden a los simbolos de A. Por cada a € A representamos su baldosa
asociada en A];}l como:

a

Su funcién es guardar la informacién de s(-) para n € N en (s5)"(-).

ay; ... Qg

e s . . . k,l

2. Reglas: Por cada regla de sustitucién en s de la foormaa — : .. ! existe en A}
ai] ... Qi

una baldosa que contiene dicha informacion. Tal baldosa se representa de la siguiente

manera:

s(a)

Su funcién es guardar la informacién de s™(-) ¥V 0 < m < n 'y paran € N en (s5)"(-).
A diferencia del caso cuadrado, no se muestra en el dibujo la regla completa pues la
baldosa seria ilegible, sin embargo la baldosa contiene la informacién completa de la
regla. Al simbolo a € A en la baldosa de regla que lleva la informacién s(a) se le
denomina simbolo asociado.

3. Lineas normales: Por cada letra a € Ay par (i,7) € R[k, (] estan en A} los stmbolos:

i,j) (éé)
Yy
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En el caso de que la linea negra sea horizontal entonces (i, j) € R[k,[—1] mientras que en
el caso vertical (i,7) € R[k—1,1]. Su funcién es andloga a las lineas normales en el caso
cuadrado (cohesionar los simbolos de un supertile de nivel 2) pero su interpretacién
cambia. Si la linea negra es horizontal entonces la tupla (i,7) codifica el hecho que
la baldosa une verticalmente los simbolos que se encuentran en las posiciones (i,j) y
(i,j + 1) de s(a). Si la linea negra es vertical entonces (i, j) indica que la baldosa une
los simbolos en las posiciones (i,7) y (1 + 1, j).

4. Lineas de extensién: Por cada simbolo a € A existen en A} las baldosas:

Su funcion es transmitir informacién desde las reglas hacia los extremos de los bloques
y las lineas de unién. A diferencia del caso de sustituciones cuadradas de tamano 2,
aca tenemos suficiente informacion en las baldosas de lineas normales y de uniéon y no
precisamos agregar mas detalles a estas baldosas.

5. Lineas dobles: Por cada simbolo a € A también estan en Al}_}l las siguientes baldosas:

., L

Su funcion es la misma de las lineas de extensién y solo estan para darle consistencia a
. ., k.l . . .z
la sustitucion sj;, es decir, asegurar que sea compatible con la concatenacion.

6. Lineas de unién: Por cada letra a € Ay par (i,5) € R[k,I] tenemos en A} las
baldosas:

b il
[

El par (i, j) sigue la misma restriccién que en el caso de lineas normales (la linea negra
del caso anterior corresponde a la que tiene el simbolo a € A). La funcién de estas
baldosas es conectar la informacién de bloques adyacentes de manera consistente de
acuerdo a la misma regla de las lineas normales.

(o Kl - o
Ademds s}; cuenta con las siguientes reglas de sustitucion:

ay; ... Qg

1. Por cada regla en s de la forma a = : .. : se tiene en slﬁl la regla:

ay;y ... Qg
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a17l (%l]) a27l - (k%,” ak’l

@ﬂs(a)@i s(a)%]ﬂ

a Sl : . . . .
JELS
CLLQ (Eg) CLQ’Q ce (k%m Qa2

1,1) S(CL) 2,1) S(a) k, 1)

a1’1 <$) a/2,1 - (k%l) ak)]_

Es decir, tiene la forma de un (k,)-supertile de nivel 2 de Xgep(k,1) donde las cruces
del 2-14tice de cruces del shift de Robinson se reemplazan por los sfmbolos a; ; (1 <i <
k,1 < j <) de la sustitucién, la cruz en (2,2) y las baldosas de relleno del Robinson se
reemplazan por reglas que llevan s(a) y el resto de las baldosas de unién del Robinson
se reemplazan por baldosas de lineas normales acompanadas de la misma tupla (i, 7).

. ., . . : . . s k.l
. Al igual que en la seccién anterior, las reglas se mantienen fijas bajo la sustitucién s; :

s(a)| 4 s(a)]

. Las baldosas que llevan lineas normales o lineas de extensién se reemplazan bajo la
. sz k,l . . .
sustitucion s; por hileras de baldosas de la siguiente forma:

i) |

o - e —a--- (:@z@——— )

| ot [ - -fa=iar-- ( {a—a- - - )

Aqui las hileras tienen largo (2k — 1) y ancho 1. La misma regla aplica para este tipo
de baldosas con lineas verticales, solo que rotando la figura de arriba en 90 grados
en sentido contrario de las manecillas del reloj e intercambiando k£ por [, es decir, se
producen hileras de altura (2 — 1) y ancho 1.

. Al igual que en la seccién anterior, las baldosas que tienen lineas de unién o lineas
dobles se mantienen fijas bajo la sustitucion sj; :

P | e [ (i,|j) kil (i,|j)
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Definicién 4.9 Dada una sustitucion s rectangular de tamano (k,l) donde 2 < k,l € N
sobre un alfabeto finito A decimos que s’;f es su sustitucion jerdrquica asociada sobre Alfq’l.

Ejemplo Sea s una Z2-sustitucién rectangular de tamano (2,3) que tenga las siguientes
reglas:

ay Q2 by bo C1 C2 g1 g2

S S S S
a—=az ay yque a; —>bg by , ag—>c3 ¢4, ... , G — g3 9.
a5 Qg bs bs Cs Cg gs YGe

Entonces la segunda iteracién de 3?}3 aplicada al simbolo a € A entrega el patrén de

tamanio 7 x 17 mostrado en la figura [4.5

La estructura de la sustituciéon jerarquica s/;’,l estd hecha de modo tal que para n € N
y a € A el tamaiio de (s%)"(a) sea el mismo que el de un (k,)-supertile de nivel n + 1

de Xgob(k,1). Al igual que en la seccién anterior, se define mediante restricciones locales el
Z2-subshift auxiliar Yy (k,1).

Definicién 4.10 Se define a Yy(k,1) C (AN el Z2-SFT auziliar asociado a la Z2-sustitucion
s mediante una serie de restricciones locales que aparecen dentro de patrones finitos de la for-
ma (slﬁjl)”(a) cona € A yn € N. Todos los simbolos que aparecen en dichas imdgenes son
elementos de A y todas las tuplas (i,7) representan elementos del rectingulo R[k, 1] C Z*
con las restricciones que conlleva cada tipo de baldosa. También se escribe a;; := s(a);;. A

continuacion se listan las restricciones:

Restriccion 0: para cada punto y € Y,(k,l) debe existir un 2-ldatice L C Z* tal que y|g
estd compuesto tnicamente de simbolos e y|z2\1, no contiene simbolos. Esto se logra
mediante restricciones locales del mismo modo que en la seccion anterior, ver figura

)

Restriccion 1: Cada baldosa de regla debe estar rodeada de baldosas en una de las dos
siguientes configuraciones (a € A):

(i,é’j 1) :
1
[

i s(a) by Ha---|s(a) fak- - -

(ég E
0 (]

)

Restriccion 2: Cada baldosa con una linea normal debe cumplir la configuracion siguiente
(se muestra el caso vertical y el horizontal, a € A):
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1,2)

Lf
B
&) - -k

-
-
=
(V)
—
—
=
s
=
=
—
-
e
-
-
=
(V)
—~
[\]
N—
N
=
=

]

S~
Ot
5=
S~
(@)
@---
o
(@)
B
o
(@)

E]
Bk
B
2
12
)
Bk
)

T
Va)
~
=
W
N—
il
N
& - -
v
Va)
~—
s
Ny
N—
V)
N

=
=
V)
—
=)
W
N—
B
=
o
n
=
=
V)
—~
S
W~
N—
V)
)

=y
Ot
==
oy
D
{2 - -HS]
D
ot
ISEE
D
(@)

B
B
E
2
&
B
Bk
)

g1|'4 192
@15(%)@3&

falh [ fal & 193] % |94

@LS(%) s @iswe) g

f5l8 1 f6l & |95 |96

1,2) 2,2)

& - -fE—Er - -

—
—_

-]

@; 11
)
Wl
- a; ; éz] Ay
a.
1,7
5 0

Restriccion 3: Cada baldosa de linea doble debe cumplir la configuracion siguiente (se
muestra el caso vertical y el horizontal, a € A):
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!
%@ {ar - -Ha=—a- - -

[ 0

)

Restriccion 4: Cada baldosa que lleve una linea de union, debe estar en una de dos confi-
guraciones posibles donde a € A (por motivos de espacio, en esta imagen se denotan los
simbolos de A b:= a;;, ¢ :=aij11 y d = air1,;. También se muestra el caso horizontal

y vertical):
: (1[‘]1>
4 c

_@____@qﬂ e @____@j) _

- -
S
=t

@___
= @___

<.
=

1,1)

—
<
=

B - i - - b

S - -t
S - -t

o

)

Restriccion 5: Se prohibe la aparicion de dos baldosas con lineas de extension en la
misma direccion contiguas (se muestra el caso vertical y el horizontal, - representa un
simbolo de A arbitrario):

- - -

i
B

, ]

Consideremos ahora al Z?-subshift producto X (k,1) C X2 (k1) xY,(k,l) cuyos simbo-
los son pares de un simbolo de X (k, [) en la primera componente y un simbolo de A% en la
segunda componente. X7 (k, 1) estd definido por las siguientes reglas que limitan el alfabeto

AXE (K, 1)):

Regla 1: Si en la primera componente aparece una cruz Xgi(k, ) siempre ird acompanada
en la segunda componente de una baldosa que tiene un simbolo o una regla. Es impor-
tante notar que en virtud de la restriccion 0, si la cruz esta en el 2-latice de cruces ira
necesariamente acompanada de un simbolo y en el caso contrario de una de las baldosas
que traen reglas.

Regla 2: Las baldosas de relleno de X2 (k,[) en la primera componente deben ir acompa-
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nadas en la segunda componente por una regla.

Regla 3: Las baldosas de unién de Xgi2(k,[) en la primera componente irdn siempre acom-
panadas de una baldosa de linea normal o de linea de unién del A];}l en la segunda
componente. La linea sera horizontal si la linea negra con punta de flecha es horizontal,
y serd vertical si la linea negra con punta de flecha es vertical. Ademds la tupla (i, j)
que acompana a la flecha roja sin puntas de la baldosa de unién del X2 (k,[) debe
coincidir con la tupla que aparece en la baldosa de la segunda componente.

Regla 4: Las baldosas de extensién de X3 (k,l) en la primera componente van siempre
acompanadas de una baldosa de linea de extensién o de linea doble del A];}l en la
segunda componente. También estas lineas son horizontales o verticales si la linea negra
con punta de flecha es horizontal o vertical (respectivamente).

A continuacién se procede a demostrar versiones generalizadas de las mismas proposiciones
de la seccion anterior. Las demostraciones son muy similares y en consecuencia no se entrega
tanto detalle como en la seccién anterior.

Sea z € X (k,1), se define 7, () y mo(z) como las proyecciones naturales sobre X5 (k1)
vy XH(k, 1) respectivamente.

Observacién 4.11 Sean € N conn > 2 yx € XH(k,1). Considérese S C Z* un soporte
rectangular finito de tamano (2k"1—1,21""1 —1) tal que m (x)|s es un (k,1)-supertile de nivel
n en X50(k,1). Entonces la baldosa en la posicion central de mo(z)|s (esto es, la posicion

(2k™=2 2(""2) de dicho supertile) tiene como simbolo en su sequnda componente una baldosa
de regla de A%

DemosTRACION. Todo (k, 1)-supertile de nivel n > 2 de X5 (k, () tiene una cruz en la posiciéon
(2k™=2,2["?). Tal cruz no pertenece al 2-ldtice de cruces de Xg%(k,[). En consecuencia, de
acuerdo a la regla 1 de XX (k,[) el simbolo en la segunda componente de x en esa posicién

debe corresponder a una baldosa de regla.

]

Proposicién 4.12 Sean € N conn > 2 yx € XH(k,1). Considérese S C Z* un soporte
rectangular finito de tamano (2k™~1 —1,21""! — 1) tal que m(z)|s es un (k,1)-supertile de
nwel n en X2 (k,1). Supongamos que la baldosa de regla que se encuentra en la sequnda
componente en la posicion central corresponde a la marcada con la regla s(a) con a € A.

Luego my(x)|s = (s37 )"V (a)

DEMOSTRACION. Al igual que en la demostracién para el caso de la Z2-sustitucién cuadrada
de tamano 2, se procede por inducciéon en n. Sin pérdida de generalidad supongase que el
soporte del (k,)-supertile de nivel n es R[2k"1 —1,2[""! —1].

Si n = 2 las reglas del shift de Robinson generalizado fueran a que el (k,[)-supertile de
nivel 2 esté compuesto en la primera componente solamente de cruces, baldosas de relleno y
de unién. En consecuencia solo puede traer en la segunda componente simbolos y baldosas
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de reglas, lineas normales o union. En funcion de esto, la restriccion 1 fuerza a que la regla
central esté rodeada de baldosas con lineas normales que llevan el simbolo a (no pueden ser
de extensién por la regla 3 de X (k, 1)), las cuales fuerzan a su vez que las baldosas de relleno
adyacentes lleven la misma regla s(a) que la baldosa de la posicién central. Este argumento
se puede extender por todo el supertile obligando a que en la segunda componente todas las
baldosas de relleno tengan la misma regla s(a) que la baldosa de la posicién central y todas
las baldosas normales lleven el sfmbolo a. La regla 3 de XX (k,l) obliga a que las baldosas
con lineas normales de A% lleven las tuplas de las baldosas de unién de X2 (k, 1), lo cual a
su vez obliga mediante la restriccién 2 de Y;(k,1) a que todos los simbolos del 2-latice que en
la primera componente consiste de cruces estén determinados y sus segundas componentes
correspondan a un arreglo rectangular de los simbolos de s(a). En consecuencia se obtiene
que o ()|rizk—1,20-1] = s];}l(a). La secuencia de deducciones se esquematiza en la figura

12l 2 . “@5 . a3 g) as 3
7 sOf 7 PIsO 7| pEs(a)fa s (a) =
. 7 S O A B A T I I “[(;) S N A “[CE) a2
7 [sa)f 7 Fs(a)ja— s (a) e F—{s(a) i

. ? 0 . (g) . . (1%]‘/1) . al 1 (1%]‘/1) CLQ 1

Figura 4.6: Esquema de deduccién de la proposicion para el caso n = 2 (se muestran las
baldosas de la segunda componente). Los puntos denotan elementos de A’;}l desconocidos, y
se usa la notacion a; j := s(a); ; para a € A.

Supongamos ahora que la afirmacion es valida para n — 1 con n > 2. Se probaré a partir
de ello que vale para n.

La prueba en este caso general sigue la misma estrategia del caso de sustitucion cuadrada.
En primer lugar, la estructura de un (k,)-supertile de nivel n de Xz (k,[) consiste en un
arreglo rectangular de k x [ (k,[)-supertiles de nivel n — 1 separados a distancia 1 (llamamos
a todas las posiciones que estén entre dichos supertiles el esqueleto), con una baldosa central
en la posicién (2k"72,2I"~2) que es una cruz, y baldosas de unién que unen las lineas que se
originan en la baldosa central de cada uno de los (k, [)-supertiles de nivel n — 1. El argumento
comienza en la baldosa central, la restriccién 1 junto con la regla 4 fuerza en la segunda
componente baldosas con lineas de extension que traen el simbolo a adyacentes a los cuatro
bordes de la regla s(a), y las restricciones 3 y 5 fuerzan a que se extiendan mediante lineas
dobles y de extension por todo el esqueleto del supertile donde en la primera componente
hayan baldosas de extensién. De este modo, todas las baldosas que rodean los (k, [)-supertiles
de nivel n — 1 en la primera componente quedan totalmente determinadas en la segunda
componente, es decir, las baldosas de extensién llevan en la segunda componente baldosas
con lineas de extensién y dobles con el simbolo a, las baldosas de unién llevan baldosas con
linea de unién con simbolo a y la tupla de la baldosa de unién correspondiente (no pueden ser
baldosas con linea normal debido a la restriccién 2), y las baldosas de relleno necesariamente
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estdn forzadas a llevar la regla s(a). Eso implica mediante la restricciéon 5 que las baldosas
de unién que unen los (k,)-supertiles de nivel n — 1 fuerzan a su vez que las baldosas en la
posicion central de cada uno de éstos coincidan en la segunda componente con una baldosa de
regla generada por el simbolo de s(a); ;, donde (i, j) es la posicién del (k, [)-supertile de nivel
n — 1 dentro del arreglo de £ x [ de ellos. En consecuencia utilizando la hipétesis inductiva
se concluye que cada uno de esos (k,[)-supertiles de nivel n — 1 corresponden en la segunda
componente al patrén (s5)"2(a; ), donde (i, §) es la posicién de cada supertile en el arreglo
rectangular de k x [ (k,[)-supertiles de nivel n — 1. De esta manera todas las baldosas de la
segunda componente estdn determinadas y el patrén completo corresponde a (s57)"(a).

]

Luego de la demostracién anterior, se tienen las herramientas para probar que X (k1)
efectivamente es capaz de contener todo el pasado de preimagenes infinitas bajo la accién de
s de un punto y € X'. Lo anterior se explicita en dos proposiciones.

Proposicién 4.13 Para todo v € X (k,1) el 2-ldtice L C Z? tal que la proyeccion de x a
la primera componente restringido a L, m (x)|z, consiste inicamente de cruces, cumple que
la proyeccion de x a la sequnda componente restringida a L contiene un puntoy € X.. Mds
especificamente, si el ldtice es un conjunto de la forma (21, z2) + 2Z* con (z1,29) € {0,1}?
entonces para g = (g1, g2) € Z? se define yg := T2(T) (21420)+(201,290) Y S€ afirma que y € XL.

DEMOSTRACION. De acuerdo a la proposicion bastara construir una secuencia (y("))neNO C
A% tal que y = y© y Vj € Ny 320 € Z2 tal que y@) = o7 o s(yUtD).

Dado que m(z) estd en XRin(k, 1) luego Vj € N existe un (2771, 27~1)-14tice tal que
m(z) restringido a ese latice consiste de cruces que son centros de supertiles de nivel j.
Por la observacion tenemos que si j > 2 las baldosas de la segunda componente en
el (2k7~1, 21~1)-1atice anterior corresponden a reglas. Considérese entonces yY~!) como el
punto formado por los simbolos asociados a esas reglas. Especificamente, si el latice es de la
forma z + (2k771Z X 2UU717Z) con z = (21, 2) € Z* tal que 0 < 21 < 2k371 y 0 < 2z < 20771
entonces para g = (gi,¢g2) € Z* se define a (yU=V), como el simbolo asociado a la regla
T9(Z) (21, 20)+ (2ki 191,200~ 1g5)- € Muestra a continuacion que dicha sucesién cumple la propiedad
requerida.

En efecto, como cada cruz en el (2k7~1,2[7~1)-14tice de cruces en la primera componente
es el centro de un supertile de nivel j, entonces para 7 > 2 de acuerdo a la proposicién
todo el (k,1)-supertile de nivel j en la segunda componente coincide con (sh')7~*(a) donde
a € A es el simbolo asociado a la regla del centro del bloque en la segunda componente. De
esta manera, el (k,[)-supertile se puede escribir como la imagen bajo (s];}l)j ~2 de un patrén
de la forma:
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ap Eg) as|--- (’“%’” ar.|

@ﬂs(a)@ﬂ s(a)@ﬂ

a/l,2 (%}2) a/2,2 . (k%?) ak72

1,1) S(a,) 2,1) S(a) k, 1)

a’]_,]_ (%}1) a/2,1 . (k%l) ak71

Donde los simbolos a; j con (i,j) € R[k,!] son los elementos (i, j) de s(a). En funcién de
lo anterior y de que cada x € X22(I, k) es de tipo létice, se puede separar el punto yU=2 en
rectangulos de tamano (k,1) de modo tal que cada bloque es la imagen via s de un simbolo

del punto y=Y y de este modo existe 202 € Z2 tal que yU =2 = 07" o 5(yl=Y). O

Proposicién 4.14 Dado y € X! existe v € X (k,l) tal que si L C Z? es el 2-ldtice tal que
m(z)|L consiste unicamente de cruces entonces mo(x)|r contiene al punto y.

DemosTrACION. Consideremos y € X!. Asf existe una secuencia (y™),en, C A% tal que y =
y© yVj € Ny 320) € 24 tal que y9) = 077 05(y). Se construye el punto z inductivamente
de la siguiente forma: primero se fija () (221 225) = Y(z1,25) Para todo (21, z2) € Z?. Eso fuerza
a que m(x)|oz2 sea el 2-latice de cruces, pero no fija cual cruz va en cual posicién. Utilizando
la expresién y = 0% o s(y™1)) se puede descomponer y en rectdngulos de tamafio k x [
alineados, de modo tal que cada rectangulo sea la imagen de un simbolo de y™"). Fijamos
entonces las cruces del 2-latice en la primera componente de modo tal que cada uno de
dichos rectdngulos esté dentro de un (k,)-supertile de nivel 2, y en las posiciones centrales
de dichos (k,)-supertiles en la segunda componente se ponen las baldosas de reglas que van
asociadas a los simbolos de A que de acuerdo a la expresién y = o o s(y™M)) generé los
simbolos del rectangulo de tamano (k,[) considerado. Asi el punto queda totalmente definido
sobre el 2-latice y se determinan las posiciones de las cruces del (2k,20)-latice. Finalmente
usando la proposicion se obtiene que el punto esta totalmente determinado en los bloques
rectangulares de tamano (2k—1, 2l —1) centrados en las reglas del 4-1atice. Uniendo los dltimos
dos argumentos se obtiene que el punto = estd totalmente definido en ambas componentes en
el 2-1atice 272

Repitiendo el mismo argumento para yV = 67" 0s(y®) se fijan las cruces del (2k, 21)-14tice
de cruces (cuya posicién fue determinada en el paso anterior) que son centros de supertiles de
nivel 2, y se fija la posicién del (2k?, 21?)-14tice de cruces que son centros de supertiles de nivel
3 en la primera componente (sin saber su orientacién). Asi el punto queda totalmente definido
en su primera componente sobre sus (k,[)-supertiles de nivel 2. En su segunda componente
usando nuevamente [4.12se obtiene que el punto queda totalmente determinado en la segunda
coordenada en los bloques rectangulares de tamano (2k — 1,2 — 1). Juntando estos dos
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argumentos x queda totalmente definido en ambas coordenadas sobre los bloques de tamano
(2k,2l) cuya coordenada central corresponden al (2k, 2[)-latice descrito anteriormente.

Iterando este argumento para j > 1 con la ecuacién y¥) = o™ o s(yY*D) se logra en cada
paso definir x completamente en sus dos componentes en la restriccién a bloques rectangu-
lares de tamafio (2k7 — 1,2l — 1) cuya coordenada central estd en un (2k7,20l7 — 1)-14tice
determinado. De este modo iterando el proceso infinitamente, solo resta definir z en a lo mas
dos lineas que separan supertiles de nivel infinito, como es el caso que se estudia en la seccion
anterior en la figura [4.4

Para rellenar dichas lineas se procede de la misma manera que en la demostracién de la
proposicion 4.6, Es decir, en la primera componente se rellenan dichas lineas con baldosas de
extensién de X®in(k. 1), y en la segunda componente con baldosas de lineas de extensién y
dobles alternadas de A’El que lleven una sola tripleta consistente, como es el caso de la figura

£l

]

El resto de la demostracién es exactamente igual al caso donde la sustitucién es cuadra-
da de tamafio 2. Se considera el 2-higher power shift de X7 (k, 1), es decir el Z*-subshift
(XH(k,1))12} (ver definicién [1.17). Dado que todo punto en X (k, 1) tiene un 2-latice de
simbolos de A en su segunda componente, se puede definir un c.v.d. 1-bloque ¢ = &, en
(XH(k, 1)) dado por su funcién local ® : Lowa(XH(k,1)) — A de modo tal que cada
P € Lowo(XH(k,1)) patrén globalmente admisible de tamano 2 x 2 de XH(k,l) y luego
sfmbolo del alfabeto de (X (k,1)){?} se manda por ® al tinico stmbolo a € A que aparece en
la proyeccion de P a la segunda componente.

Teorema 4.15 ¢ : (X (k,1))1?} — X! es un cddigo factor.

DEMOSTRACION. En efecto, ¢ es un cédigo de la ventana deslizante y por lo tanto continuo y
conmuta con el shift. Las proposiciones N aseguran que ¢((XH (k,1))2) =X, O

Corolario 4.16 X! es un Z*-subshift de tipo sdfico para toda Z>-sustitucion rectangular s.

DEMOSTRACION. En efecto, XH (k,1) es un Z?-subshift de tipo séfico dado que X0 (k,1) es
de tipo séfico por el teorema , es decir que XEin(k,l) xYy(k,l) es de tipo séfico, y
XH(k,1) esta definido afiadiendo solo un conjunto finito de patrones prohibidos extra. En
consecuencia se sigue que tanto X7 (k,1) como (X (k,1)){? son también Z2-subshifts de
tipo séfico. Finalmente como X! es un factor de (X (k,1))%, se concluye que X! es también
un Z2-subshift de tipo séfico. O

Lo anterior concluye la prueba principal de este capitulo. En consecuencia, todos los subs-
hifts limites generados por Z2-sustituciones son de tipo séfico. Al igual que en la prueba del
caso particular de las sustituciones cuadradas de tamano 2, la demostracion aca presentada
entrega de manera explicita una extensién, simplemente reemplazando el uso de X231 (k, 1)
por X8 (k,1). También es posible de prescindir de la sustitucién jerarquica para la demos-
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tracion, ganando asi un alfabeto un poco mas pequeno para la extension, sin embargo algunas
demostraciones se tornan un poco mas engorrosas.
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Capitulo 5

Un Z2-SFT minimal no trivial
generado por una sustitucion

El resultado de Mozes presentado en el teorema[2.11] indica que todo Z2-subshift generado
por una sustitucién rectangular es de tipo séfico, sin embargo no entrega informacion alguna
respecto a la interrogante sobre si dicho Z2-subshift es un SFT o es estrictamente séfico. No
es dificil encontrar ejemplos para cada uno de los casos anteriores.

Ejemplo Consideremos A := {o, e}, y s una Z*-sustitucién cuadrada de tamario 2 dada por
las reglas:

o e O
o — , ®—
® O [ J

La Z2-sustitucién anterior genera unicamente puntos periédicos y corresponde al Z2-SFT
que se define prohibiendo la aparicién de dos simbolos blancos o dos simbolos negros con-
secutivos en cualquier direccién de la base (es conjugado al Z?-SFT del capitulo 1 donde se
genera un tablero de ajedrez infinito). En consecuencia X, es un Z*-SFT.

Ejemplo Consideremos A := {o, e}, y s una Z2-sustitucién cuadrada de tamafo 3 dada por
las reglas:

O O O O O O
O— O O o, e —> O e O
o O O o O O

Esta Z2-sustitucién genera un Z2-subshift que es estrictamente séfico. Corresponde a los
puntos que tienen a lo mas un simbolo e inmerso en un mar de o. Es de tipo estrictamente
séfico dado que si fuese un Z2-SFT existirfa n € N tal que el soporte de todos los patrones
prohibidos est4 contenido en A, C Z? y en consecuencia podrian aparecer dos e en un punto
si se encuentran suficientemente lejos.

Una forma de avanzar en el problema de clasificar (en Z2-séficos estrictos y Z*-SFT) los Z*-
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subshifts séficos X donde s es una Z2-sustitucién rectangular es entender que clase de Z2-SFT
se pueden realizar de esta forma, en ese sentido, si todas las Z?-sustituciones primitivas que
generan un Z2-SFT minimal generasen solamente Z2-subshifts finitos, es decir, que consisten
de una sola orbita periddica, entonces seria sencillo dar una clasificacion de estos objetos.

Recordamos que en el caso de Z-subshifts, los inicos Z-SFT minimales consisten necesa-
riamente de una orbita finita, sin embargo como se mostré en el capitulo 3 tal restriccion
no es cierta en el caso de los SFT multidimensionales. En el sentido del parrafo anterior,
una pregunta interesante es: jes cierto que todos los Z2-SFT minimales que se generan por
una sustitucion s primitiva consisten tUnicamente de una Orbita finita? El primer ejemplo
entregado en este capitulo justamente corresponde a una érbita finita, y la pregunta de si se
puede encontrar explAcitamente una Z2-sustitucién rectangular s tal que el Z2-subshift X,
generado por ella es un Z*-SFT minimal no trivial (sin puntos periédicos) es en consecuencia
interesante.

El objetivo de este capitulo es mostrar que la respuesta a la pregunta anterior es negativa,
es decir, se construye un ejemplo explicito de un Z2-SFT minimal sin puntos periédicos que
es generado por una sustitucion cuadrada de tamano 2.

5.1. Construccién de un contraejemplo

En esta seccién se construye un ejemplo de un Z2-SFT minimal sin puntos periédicos
que es generado por una sustitucion cuadrada de tamano 2. Para hacer esto se modificara
el shift de Robinson decorado de modo tal que los bloques sean cuadrados de tamano 3 que
se solapan (se entrega una definicién formal de las reglas de adyacencia més adelante). La
razén de este solape es simplemente entregar consistencia en la formacion de supertiles de
nivel n € N.

Sea X5% el shift de Robinson decorado definido en la seccién [3.4] para el caso del shift de

Robinson usual. Se define acéd un nuevo Z2-SFT Y a partir de X% de la siguiente forma:

El alfabeto A(Y) es el conjunto de todos los patrones P € L353(X5% ) cuyo soporte es un
cuadrado de tamano 3 y cuya baldosa central es una cruz de su 2-latice de cruces.

Las reglas de adyacencia de Y son bastante similares a las de los embaldosados de Wang,
sean A, B stmbolos en A(Y), es decir A, B € L3,3(X3% ) , de la siguiente forma:

a; az asg b1 by b
A= as a5 Qg B = b4 b5 b6.
a; asg Qg by bg by

Donde Vi € {1,...,9} se tiene que a;,b; € A(X3%). En Y se permite la aparicién del
patrén AB si az = by, ag = by y ag = b;. Es decir, todos los sfimbolos de X% en la columna
derecha de A deben coincidir con los simbolos de la columna izquierda de B. Todos los demas
patrones horizontales de dos simbolos estan prohibidos. Verticalmente se permite la aparicion
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A
del patron  en Y solo si a; = by, ag = by y ag = bs. Todos los demas patrones de dos simbolos

B
verticalmente adyacentes de A(Y") estan prohibidos.

Es decir, en Y se permite que dos sfmbolos de A(Y) (patrones en L3x3(X5%)) sean
adyacentes si estos se solapan en el borde en que son adyacentes.

Proposicién 5.1 Y es un Z2-SFT no vacio y que no contiene puntos periédicos.

DemMosTRACION. Dado que el alfabeto A(Y') es finito, se tiene que la cantidad de reglas de
adyacencia es finita (son reglas de tipo nearest neighbor) y en consecuencia Y es efectivamente
un Z?-SFT. El hecho de que sea no vacfo viene de que por cada punto de X5 se puede formar
un punto de Y tomando los bloques de tamano 3 que se forman en torno al (2Z @ 27Z)-latice de

cruces. Del mismo modo, por cada punto en Y se puede construir un punto en X% pegando

los bloques utilizando el solape. Esto tltimo implica que Y al igual que X3 no posee puntos

periodicos.

]

Antes de continuar, solamente por un criterio estético y para ahorrar espacio, se repre-
sentan los patrones conexos P € L(Y') con el solape de los bordes mostrado solo una vez, la
figura [5.1] ejemplifica lo anterior. De esta manera un patron cuadrado de tamano n € N en
L(Y) se representa como un patrén cuadrado de tamaiio 2n + 1 en £(X3).

Qe
o ™

Figura 5.1: A la izquierda un patrén P € Loyxo(Y) cuadrado de tamafio 2 en Y (se nota la
repeticién en las filas y columnas 3 y 4). En vez de utilizar esta representacién redundante,
se utiliza la representacion de la derecha, donde se colapsan estas repeticiones.

A continuacién se construye una Z2-sustitucién cuadrada s de tamafio 2 sobre el alfabeto
A(Y) y posteriormente se muestra que Xy = Y. Dado que la cantidad de reglas de s es
exédctamente |A(Y)| = [{P € Lsx3(XR%S)|Pa2) es una cruz del 2-1tice de cruces}| = 448, en
vez de explicitarlas todas se muestra la forma general que poseen. También por simplicidad
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en los dibujos se omiten las lineas azules punteadas de X3 ya que existe una dnica manera
de dibujarlas.

El célculo de |A(Y)| realizado en el péarrafo anterior se realiza de la siguiente manera:
primero se elige la baldosa de la posicién (2, 2) del patréon de 3x 3. Esto entrega 4 posibilidades.
Sin pérdida de generalidad se puede asumir que dicha baldosa es la de la posicién inferior
izquierda de un supertile de nivel 2, dado que el resto de los patrones son rotaciones de éste.
De esta manera, como la baldosa pertenece al 2-latice de cruces, esto obliga a la baldosa de
la posicién (3,3) a ser una cruz, asi hay 4 posibilidades y se fijan las baldosas de la posicién
(2,3) y (3,2). Finalmente, la baldosa de la posicién (1,1) estd totalmente libre, y al elegirla
necesariamente el resto de las baldosas estan fijas. En consecuencia |A(Y)| =4 -4 - 28 = 448
baldosas.

Sea A un simbolo de A(Y). Se define la Z?-sustitucién cuadrada s de tamano 2 sobre el
alfabeto A(Y') mediante el conjunto de reglas que tienen la forma que se muestra en la figura

b.2l

ai| ¢ |az| 7 |as3
ai|az|as ? ? 7
4= |aglas|ag] > (4] 7 |A5[ 7 |A6| = sa).
ar|ag|ag ? ? ?
ar| 7 |ag| ? (ag

Figura 5.2: Forma general de una regla dada por s. El bloque de la izquierda representa a un
simbolo A € A(Y) y el bloque de la derecha su imagen bajo s. El hecho de que a; sea una
cruz del 2-ldtice asegura que la imagen s(A) contiene un supertile de nivel 2 en su centro de
tamano 3 x 3y que todas las baldosas que llevan el simbolo 7 estan determinadas inicamente
por los simbolos a; coni € {1,...,9}.

Las reglas del shift de Robinson fuerzan que necesariamente para un simbolo A € A(Y) la
imagen s(A) esté completamente determinada por las coordenadas descritas en la figura .
En efecto, las cuatro cruces que se agregan fuerzan a que se forme un supertile de nivel 2 en
el bloque cuadrado de tamafio 3 en el centro de la imagen (vista como un bloque de X3% ).
Como el simbolo central de la imagen s(A) es siempre una cruz, esto es consistente con lo
anterior y determina completamente la imagen en el cuadrado de tamano 3 central. El resto
de las baldosas admite solo una posibilidad. Esto se ilustra con los ejemplos de la figura [5.3]
Esto termina de definir la sustitucion s.

Definicién 5.2 Sea n € N. Diremos que un patrén cuadrado de tamano 21 en'Y (es un

patrén cuadrado de tamario 2" + 1 wvisto como patrén de X &% ) es un supertile de orden n de

Y si al verlo como un patrén de X y al quitarle las baldosas del borde exterior queda un

supertile de orden n.
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? 7

Figura 5.3: Dos ejemplos que siguen la estructura de la figura [5.2] Las lineas azules no se
muestran por simplicidad.

Ejemplo VA € A(Y), A es un supertile de orden 1y s(A) es un supertile de orden 2.

Lema 5.3 Dadon € Ny A€ A(Y), se tiene que s"(A) es un supertile de orden n + 1.

DEMOSTRACION. Para el caso n = 1 el resultado es evidente debido a la definicion mostrada en
la figura y el hecho de que las cuatro cruces que fija necesariamente fuerzan la aparicion
de un supertile de orden 2.

Supongamos que el resultado es cierto para n — 1, es decir, s" 1(A) es un supertile de
nivel n. Como cada supertile de nivel n estd compuesto de cuatro supertiles de nivel n — 1,
aplicando la sustitucion s sobre ellos y usando la hipétesis inductiva se obtiene que la imagen
s™(A) contiene cuatro supertiles de nivel n que solapan correctamente en su borde, ademés la
baldosa del centro es la misma baldosa del centro de s"'(A) la cual es una cruz debido a la
hipétesis inductiva. Luego la baldosa del centro de s™"(A) es una cruz, y s"(A) esta compuesto
de 4 supertiles de nivel n — 1. Luego por definicién s"(A) es un supertile de nivel n. O]

Proposicién 5.4 La sustitucion s es primitiva. En consecuencia X es minimal.

DemosTrACION. Cada elemento A € A(Y) es un bloque de tamario 3 de X5% v en consecuencia

debe aparecer como parte de algtin supertile de nivel suficientemente grande. Como VB €
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?

?

!

?

Figura 5.4: Un supertile de nivel 3 de Y generado por s%(-). Todas las baldosas que aparecen
con el simbolo 7 estan determinadas por el resto de las baldosas. Por simplicidad no se

muestran las lineas azules.

A(Y) s™(B) es un supertile de orden n + 1, en particular contiene como subpatrones a los
4 supertiles de nivel n distintos. Como A(Y) es finito se concluye que existe n € N tal que

VAe A ALC s"(B).
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Teorema 5.5 X, =Y.

DEMOSTRACION. Sea y € Y y mostraremos que y € X;. En efecto, sea P C y. Usando que todo
patrén de X35 aparece en algiin supertile de nivel suficientemente grande (proposicién
y acudiendo al lema se concluye que existe A € A(Y) y n € N tal que s"(A) contiene a
P. En consecuencia y € X;. Luego Y C X,.

Como X, es minimal, entonces si Y C X, es un subsistema, se tiene que Y =) o Y = X,.
Como Y # () se concluye que X, =Y.

]

En conclusién, tenemos que Y es un Z2-SFT minimal, sin puntos periédicos que es generado
por la Z2-sustitucién cuadrada s de tamano 2. Esto indica que es posible obtener un Z2-SFT
minimal no trivial generado por una sustitucion de manera explicita.
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Conclusion

En este 1ltimo capitulo de la memoria se presentan los resultados obtenidos en su desa-
rrollo y se enuncian algunas posibles generalizaciones de los resultados obtenidos. También
se plantean ideas que pueden resultar tutiles en el estudio futuro de estos tépicos.

En el capitulo 3 se construy6 para nimeros naturales k,! > 2 el shift de Robinson genera-
lizado Xgeb(k, 1), €l cual al igual que el shift de Robinson tiene una estructura jerarquica de
supertiles, sin embargo para n € N en el sistema generalizado cada supertile de nivel n 4 1
ya no se construye mediante la cohesion de cuatro supertiles de nivel n, sino de un arreglo
rectangular de k£ x [ de dichas estructuras. Su importancia es dejada en claro en el capitulo
4 en donde se utiliza para probar un teorema de clasificacién de Z2-subshifts. Una posible
generalizacién obvia de este tipo de estructuras es hacia Z? con d > 2, es decir, generar un
shift de Robinson multidimensional. Dicha generalizacién para el shift de Robinson en este
sentido debera cumplir que sus supertiles de nivel n sean hipercubos de tamano 2" — 1 que
se construyan a partir de un arreglo de 2%-supertiles de nivel n — 1 ordenados espacialmen-
te como los puntos extremales de [0,1]9. Esto puede generalizarse atin mas a un shift de
Robinson generalizado multidimensional Xgop(l1,- -+ ,l4), donde ahora cada supertile sea un
arreglo espacial de supertiles de un nivel inferior ordenados espacialmente como los elementos
de R[ly,- -+ ,lq]. Dichas estructuras si bien son sencillas de imaginar o describir en términos
generales, resultan complicadas de generar formalmente, dado que al aumentar el niimero de
dimensiones es mas complejo describir un alfabeto que permita la construccion de supertiles
y simultaneamente evite la apariciéon de estructuras periédicas.

En el capitulo 4 se demostré que todos los Z2-subshifts limites generados por Z2-sustituciones
rectangulares son de tipo séfico, asi generalizando la demostracion similar reciente de Ollin-
ger [16] al caso de Z2-sustituciones rectangulares. Una posible generalizacién futura consiste
evidentemente en nuevamente extender el resultado al caso de Zd-sustituciones para d > 2,
ya sean cuadradas de tamano 2 o rectangulares de tamano arbitrario. Sin embargo una ex-
tension de este tipo utilizando el tipo de argumentos que se presentaron en el capitulo 4
precisa necesariamente de una formulacion completa de un shift de Robinson multidimensio-
nal como el descrito en el parrafo anterior. Otra posible extension al resultado es introducir
restricciones adicionales al subshift auxiliar Y; dado por una Z2-sustitucién s a modo de que
se evite la independencia de los bloques que se encuentran en sectores del espacio separados
por lineas infinitas. Si se logra eso, es posible modificar la demostracion de modo que la ex-
tensién sea de X, en vez de X', asf se obtiene una prueba alternativa del teorema de Mozes.
Si bien lo anterior por si mismo no es tan interesante, en el caso de contar con un shift de
Robinson multidimensional, mediante la utilizacién de una construccion similar que permita
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evitar la independencia de sectores del espacio separados por hiperplanos, potencialmente se
permitirfa generalizar el teorema de Mozes a Z% con d > 2 usando argumentos similares a
los expuestos en el capitulo 4 y sin caer en construcciones complejas como en el paper de
Goodman-Strauss [11].

Finalmente, en el capitulo 5 se mostré explicitamente la existencia de Z2-SFT minimales
generados por Z2-sustituciones primitivas, tal que no se restringen a una sola érbita finita. Sin
embargo se mostré tan solo un caso particular y con un alfabeto bastante largo. Utilizando
para k, > 2 la estructura de X3% (k, 1) y detallando de mejor modo donde aparecen las lineas
azules en el resto de las baldosas es posible generar por cada par (k,1) € N? con k,l > 2
una Z2-sustitucién rectangular que genere un Z?-SFT minimal no trivial. Se cree que esta
familia de Z?-SFT contiene solo Z2-subshifts no conjugados entre si y asi es quizds posible
obtener una clase numerable de Z2-SFT que cumplen la propiedad anterior. Lo anterior es
importante dado que mostraria que el caso encontrado no es un caso aislado, sino que existe
una cantidad al menos numerable de Z2-SFT no conjugados generados por una sustitucién
primitiva y que no tienen puntos periédicos.

Otro problema que puede resultar interesante desde un punto de vista computacional es en-
contrar un Z2-SFT minimal no reducido a una érbita finita y generado por una Z2-sustitucién
primitiva que actiia sobre un alfabeto A4 con el tamano |.A| més pequenio posible. Obviamente,
para que dicha pregunta tenga una respuesta no trivial, deben imponerse condiciones extras
como que las restricciones sean de tipo nearest neighbor o restringir el problema a baldosas
de Wang. El ejemplo entregado en la seccién 5 entrega una cota superior para este problema.
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